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PREFACIO

Este livro reflete o esforco do autor em preparatemal didatico para
disciplinas de econometria e analise de regressdistradas na ESALQ-USP e, a partir
de 1997, no Instituto de Economia da UNICAMP.

O interesse na aprendizagem desses métodos asiatist deve, em grande
parte, ao uso que deles se faz em pesquisas ea@sdrMas a analise de regressao
também é largamente aplicada em outras areas, bmtumia, fisica ou engenharia.
Nao é exagero afirmar que muitas vezes a condugi@wliacdo de uma pesquisa
dependem do conhecimento do pesquisador sobre raetn e analise de regressao,
inclusive no que tange a suas potencialidadesiasalsnitacoes.

Um aspecto didaticamente importante, neste livebgpresentacéo de exercicios
numeéricos que nao exigem, para serem resolvidaws, mesmo uma magquina de
calcular. Dessa maneira o aluno pode, sem dispemgiés tempo em calculo, testar sua
aprendizagem e usar 0s conhecimentos recém-adepliridias, a idéia de minimizar
calculos ndo € nova. Basta lembrarmos de que, quapreéndemos a resolver equacdes
do 2 grau, trabalhamos com exercicios do tipo

2x* -7x+3=0
e nao do tipo
—-0,07215(* +1,48109% — 4701902=0

N&o ha duvida, entretanto, que técnicas mais adasgarecentes exigem 0 uso
do computador. O préprio desenvolvimento dos métodstatisticos nas ultimas
décadas estd muito associado ao uso do computadwr poderoso instrumento de
fazer célculos.

Nesta quarta edicdo foi acrescentado um capitulyesgéries temporais.
Também foram incorporados novos exercicios e negg8es em capitulos anteriores,
sempre procurando melhorar a apresentacao dos,tderegndo para um outro volume
a analise de regressdo nao-linear e modelos de Bgrodbite.

Seria dificil listar todos os colegas e alunos aqun suas criticas e sugestoes
muito contribuiram para que versdes anterioresedigto fossem sucessivamente
melhoradas. A Profa. Sonia Vieira foi co-autora edigdes anteriores. A Profa. Angela
A. Kageyama fez cuidadosa revisdo @adicdo. A Profa. Rosangela Ballini fez véarias



sugestdes e correcdes nestadicdo. E a tarefa de digitar todo o texto novaméui
realizada com muita competéncia e cuidado por dosdRodrigues da Silva.

Cabe, finalmente, registrar as boas condi¢cdes alealtro fornecidas pelas
instituicbes onde trabalhei e trabalho, a ESALQ-@SFIE-UNICAMP, e agradecer o
apoio recebido da FAPESP e do CNPqg.

Para esta nova edicdo em meio digital, de 2016ecaom a indispensavel
colaboracédo de Helena Aparecida Cardoso.

Sugestdes, correcdes ou duvidas podem ser enviatlaso e-mail do autor:

hoffmannr@usp.br.



1. INTRODUCAO E CONCEITOS ESTATISTICOS BASICOS

1.1. Econometria e analise de regressao

A econometria consiste na aplicacdo de métodosnmdditos e estatisticos a
problemas de economia. O econometrista combina ecomentos de trés ramos
cientificos: Economia, Matemética e Estatistica.

A andlise de regressao € o método mais importanéeanometria.

Sempre é interessante conhecer os efeitos que adguariaveis exercem, ou
que parecem exercer, sobre outras. Mesmo que néta erlacdo causal entre as
variaveis podemos relaciona-las por meio de umaesgfo matematica, que pode ser
atil para se estimar o valor de uma das varidveando conhecemos os valores das
outras (estas de mais facil obtencdo ou antecesstaaprimeira no tempo), sob
determinadas condicdes.

Genericamente, tais relacdes funcionais podenepeesentadas por
Y=f(X,X,,...., X,)

ondeY representa a variavel dependente eXgs (h = 1, 2, ...,K) representam as

variaveis explanatorias.
Sé&o exemplos de relagdes funcionais entre variaveis
a) crescimento da populacdo ou do PNB de um paisrt funcéo dos anoX
b) variacdo da producad)( obtida numa cultura conforme a quantidade deg#tnio
(X,), fosforo (X,) e potassid X, )tilizada na adubagéo;
c) variacéo do precor] de um produto no mercado em funcéo da quantidéatecida
(X).

1.2. Modelo matematico e modelo estatistico

Consideremos duas variavel$,e Y, relacionadas por uma funcdo matematica
Y = f(X). Dado um conjunto de valoreX, (i = 1, 2, ...,n) e 0s correspondentes
valores deY, = f (X, ) se colocarmos os pont¢X,,Y; ejn um grafico verificaremos

que eles pertencem a curva que representa o madéonatico que relaciona as duas

variaveis, como mostra a figura 1.1.



X

Figura 1.1.Modelo matematico:Y, = f (X, )

E comum, entretanto, que a variavel dependentea$efada por outros fatores,
além dos considerados no modelo adotado. Admit@mes variavel dependente sofra

a influéncia d& + mvariaveis, isto é,

Y = £(Xy Xpoors X Xiotneeor X o)

’ k+m

e que por varios motivos (ndo disponibilidade dadones, impossibilidade de
mensuracgdo, para simplificar a andlise etc.) nésideramos a influéncia das variaveis

Xisir--» Xum- A0 analisarmosy como fungéo dak primeiras variaveis permanece,

entao, um residuo ou erro.

Admitindo que esse erro seja aditivo, 0 modelotissizo fica
Y = f(Xy, Xpneo X ) U, (i=1...,10)
Se apenas uma das variaveis independentes é qaasidEemos
Y, = f(X)+y

Neste caso, 0 conjunto de pares de valgkes Y, corfesponde a um conjunto

de pontos, dispersos em torno da curva represemniddi funcdo, como mostra a figura



1.2. Dizemos que as duas variaveis estdo relacgsndd acordo com um modelo

/|

estatistico.

Figura 1.2.Modelo estatistico:Y, = f(X,) +u,

Outra justificativa para a existéncia do eftg em um modelo estatistico é
dada pelos erros de mensuragéo da variavel degen@mnos verdadeiros valor@g )

da variavel dependente sdo uma funcdo matemaisczadidveis explanatorias, isto €,
V, = F(Xy, Xy ey Xi)

e se os valores observadds dg variavel dependente apresentam erros de meésura
(u;), isto é,

Y. =V, +u,
arelacdo entrey; eosX,, (h=1,2,..K fica

Yo = F (X X, X)) 4,



Em casos reais geralmente existem tanto erros desuragdo como efeitos de
outras variaveis. Nestes casos, 0 erro residuatatielo sera a soma desses dois tipos
de erro.

Desde que existam erros de mensuracédo, € logicdtiadoe os valores das
variaveis explanatérias também sdo afetados; oklgmnas que isso acarreta serao
discutidos mais adiante; numa primeira etapa admtis apenas um erro residual
devido a existéncia de fatores nao incluidos noataoglou erros de mensuracédo apenas
na variavel dependente.

Nas proximas secOes deste capitulo faremos umgsaoeve alguns conceitos

basicos de estatistica.
1.3. Variavel aleatoria

Dizemos que uma variavel discreda aleatoria, se a cada um de seus valores se
associa uma probabilidad®(X) . O conjunto dos valores da variavel e das resgecti
probabilidades é a distribuicdo ¥e

Vejamos um exemplo. Se uma moeda é lancada 5 v@pesnero de vezes que
se obtém “cara” é uma variavel aleatéria discigia, pode assumir valores inteiros de 0
a 5, inclusive. Essa variavel tem distribuicdo bired. Demonstra-se que, §e€ a
probabilidade de obter “cara” em um Unico lancamef@ moeda, a probabilidade de

ocorrerenX =k caras, em 5 lancamentos da moeda, é
S k 5-k
P(X =k) = K |P @-p)

Esta é a funcdo de probabilidade da distribuicé&orbial paran =5, onden é o
ndamero de ensaios.
Se a variavel aleatoria € continua, a probabiliddEl®ebtermos exatamente um

determinado valok é zero, isto é:

P(X =k)=0

! Um desenvolvimento mais detalhado da maioria emss abordados nesta revisdo pode ser encontrado
em HOFFMANN (1980).



Entretanto, desde que seja definida a fun¢ao deichete f (X), podemos obter

a probabilidade de a variavel aleatoria assumarealno intervalog, b), isto é,

P(a< X <b) :f’ f(X)dX
O valor de f (X) também €& denominado densidade de probabilidade.

Se a variavel continua tem distribuicdo normal coédia e varianciac?, a

funcao de densidade é

T

1.4. Esperanca matemética

Por definicdo, se a variavel aleatoria é disceesperanca deé
1=E(X)=X X P(X,)
e, se a variavel aleatoria € continua, a espei§a
p=E(X)= [ xf(X)dX

Pode-se demonstrar, dadas as variaveis alealmag e a constant&, que a

esperanca apresenta as seguintes propriedades:

a) E(K) =K

b) E(X +K) =E(X)+K

c) E(KX) = KE(X)

d) E(X +Y) = E(X) +E(Y)
e, seX eY sdo independentes,

e) E(XY) = E(X)[E(Y)

1.5. Variancia e covariancia

Por definicdo, a variancia de uma variavel aleadrde populacéo infinita, &



o2 =V(X) = E[X ~E(X)]? = E(X - )?

A variancia é uma medida de dispersao da distidouic
Demonstremos, a seguir, queKsé uma constant&/(KX) = K2V (X .)
Temos

V(KX) = E[KX - E(KX)]? =

= E[KX —KE(X)]* =

= E{K*[X -E(X)]*} =
=K?E[X -E(X)]* =

= K2V (X), c.q.d.

Dadas duas variaveis aleatorid Y, a covariancia entré eY é, por defini¢éo:

cov(X,Y) = E[X = E(X)] [Y -E(Y)] =
= E(X = )Y —4y)

Demonstremos, a seguir, que
V(X +Y) =V (X)+V(Y)+2cov(X,Y)
Temos
V(X +Y)=E[(X +Y)-E(X +Y)]?
Entdo

V(X +Y) = E{[( X -E(X)]+[Y -E(Y)]}* =

= E[(X _:ux)2 +(Y_/'1Y)2 +2(X — Hx )(Y_:UY)] =
=V(X)+V(Y) +2cov(X,Y)

E facil verificar que
V(X -Y)=V(X)+V(Y)-2cov(X,Y)
SeX eY sdo duas varidveis aleatérias independentes temos

cov(X,Y) = E(X =t )(Y — 4) =
=E(X = )IE(Y 4y ) =0



Segue-se que, no caso de variaveis independentes,
V(X £Y) =V (X)+V(Y)

Para exemplificar, consideremos que um tetraedgolag feito de material
homogéneo, em cujas faces estdo marcados os nufnetp4d e 6, € lancado. Sefaa
variavel aleatéria que representa o valor marcadéaoe que ficar em contato com a
mesa. Os sucessivos lancamentos desse tetraedmn gera populacéo infinita, em que
a cada um dos 4 diferentes valores esta assocaaddabilidade 1/4.

Entao

Uy :E(X):Exip(xi):o%u%w%w%:s

oy =V(X)=E(X-3)* =
=32 F+ -+t d=s
4 4 4 4

Consideremos, agora, que temos dois tetraedrosizuire outro branco. Sejam
X e Y as variaveis aleatorias que representam os vabinteos nos tetraedros azul e
branco, respectivamente.
Temos
Hx =Hy =3
o:=0; =5
Uma vez queX e Y sdo, obviamente, varidveis independentes, devesrdgar
que cov(X,Y) =0.
Na tabela 1.1 sdo dados os valores do produ€e- i, )(Y —4,) a serem

utilizados no célculo daov(X,Y).

TABELA 1.1. Valores dé X — p, )(Y = 4,) = (X =3)(Y -3

X
Y
0 2 4 6
0 9 3 -3 -9
2 3 1 -1 -3
4 -3 -1 1 3
6 -9 -3 3 9




Verificamos entdo que
cov(X,Y) = E(X =y )(Y = 4y) =

=9t +305 +.. 490 =0
16 16 16

SejaZ =X +Y
EntaoV (Z) =V (X)+V(Y)+2cov(X,Y)=5+5=10

Verifiguemos este resultado calculan¥{Z) diretamente da definicdo. Na

tabela 1.2 sdo apresentados os valores deX +Y .

TABELA 1.2. Soma dos valores obtidos lancando dois thivae

X
Y
0 2 4 6

0 0 2 4 6
2 2 4 6 8
4 4 6 8 10
6 6 8 10 12
Temos que

E(Z) =E(X +Y) = E(X)+E(Y)=3+3=6

Esse valor também pode ser obtido calculando aardmh valores obtidos na

tabela 1.2, como segue:

E(Z) =00 + 2= + 40 +.. +120- =6
16 16 16 16

Finalmente, obtemos

V(Z)=E[Z-E@2)]" =

= (0-6)% T% + (2-6)% = +...+ 12-6)? O~ =10,
16 16 16

confirmando o resultado obtido anteriormente.



Devemos ressaltar que, embamav(X,Y) =0 sempre qu& eY sdo variaveis
aleatorias independentes, o inverso ndo € veraadsio é, secov(X,Y) =0, néo

podemos concluir qu&X e Y sdo independentes. Na tabela 1.3 apresentamos uma

distribuicdo conjunta em qumv(X,Y) =0 e as variaveis ndo séo independentes, pois
P(X;,Y;) 2 P(X;)IP(Y))

TABELA 1.3. Valores deP(X;,Y;) para a distribuicao conjunta de duas
variaveis dependentes carov(X,Y) =0

Y X P(Y)
-1 0 1
-1 0,10 0,30 0,10 0,50
1 0,25 0 0,25 0,50
P(X) 0,35 0,30 0,35 1,00

Entretanto, € possivel demonstrar que, se as e#if&m distribuicdo normal, o
fato de a covariancia ser igual a zero € condigdiciente para podermos afirmar que
sdo variaveis independentes.

Vejamos, a seguir, um exemplo de duas variaveis@mrariancia ndo nula. No
langcamento do tetraedro descrito anteriormentasejvalor marcado na face que fica
em contato com a mesa e séyaa soma dos valores marcados nas outras 3 faces. A
tabela 1.4 mostra os valoresXle deW, bem como do produtfoX — E(X)][W - E(W)]

TABELA 1.4. Valores necessarios para o calculea&xX ,W)

X w [X =E(X)IW -EW)]
0 12 -9
2 10 -1
4 -1
6 9
Temos que
E(X) =3,
EW)=9e



cov(X,W) =[X —E(X)][W-EW)] =

— (=9 T+ (=D 4 (-t =z
(9D ED (9 =5

Como exercicio, o leitor pode verificar quéwW - X) = 20.

Pode-se demonstrar que, IKeé uma constante e 3€ Y e Z sao variaveis
aleatédrias, a covariancia apresenta as seguirdpsgutades:

a) cov(X +Y, Z) =cov(X,Z)+cov(Y,Z)

b) cov(KX,Y) =cov(X,KY) = K cov(X,Y)

c) cov(K, X) =cov(X,K)=0

Segue-se que, s®,, 5;, ,, a,, B, €y, Sao constantes,
covia, + B X+pY,a, + B, X +y,Y) =
= BBN (X)) + (Vi B, + Bry,) cov(X,Y) +y,y,V(Y)

Como caso particular temos:
cov(X,a + BX) = pV(X)

Este udltimo resultado pode ser utilizado para olatecovariancia entre as
variaveisX e W da tabela 1.4. Como a soma de todos os valoresadws no tetraedro €
sempre igual a 12, temos qué=12- X . Entéao

cov(X,W) =cov(X 12- X) =-V(X) =-5,

confirmando o resultado obtido anteriormente.

1.6. Estimador ndo tendencioso

Por definicdoa € um estimador néo-tendencioso (néo-viesado oartigh) do
parametrax da populagao se

E(d)=a
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E importante lembrar que o estimadog uma variavel, isto €, ele representa
uma dada férmula de calculo que fornecera valovessgréo diferentes, conforme a
amostra selecionada.

Para exemplificar, consideremos, novamente, a pogalinfinita gerada pelo
langamento do tetraedro regular em cujas faces asécados os valores 0, 2, 4 e 6.

Javimos queu =E(X)=3eo?’=V(X)=5

Lancando o tetraedro duas vezes, podemos obtetrasiaesmn = 2 elementos
dessa populagédo. Na tabela 1.5 apresentamos asseiszamostras de tamanhe 2,
que podem ser obtidas, e as respectivas estimativasparametrogs e o®. Os

estimadores sdo

>_<:zxi:X1+X2
n 2
e
X, = X)? - -
&= 2T (-5 4 (x, - %)

n

Calculamos, também, as estimativas da variancimnédia da amostra. Esta

variancia é definida por
o2 =V(X) = E[X - E(X)]?

Temos

- X+ X, +...+ X
V(X):v[ e J L

= V(X + X+t X))
n n

Uma vez que as observagfes de uma amostra aledduiaa populagéo infinita

sao independentes, segue-se que

O estimador da variancia médisg =

Obviamente, cada uma das dezesseis amostras téabpidade 1/16 de ser

selecionada.
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2

- _
TABELA 1.5. Valores deX,s", s e (X - )? para as 16 amostras que

podem ser obtidas langando duas vezes o tetraedro.

Amostra X s? s2

N

|
|

OeO
Oe?2
Oe4
Oeb6
2e0
2e?
2e4
2eb6
4e0
4e?2
4e4
4e6
6e0
6e?2
6e4
6eb

[ERN

[ERN
ONOWOLONONOGWOONONODLWOOLON O

CURWARAWNRAWNRWNR O
OFRDMOFRORAMARMRLPRORONMRO
OARORRORRORMORANAOR

Verificamos que

=u,

Ou seja,X é um estimador ndo-tendencioso (n&o viesado, iwdade ou imparcial) de

M . Isto pode ser facilmente demonstrado:

E(X) = E(X1+X2 +...+XnJ:
n
=%[E(x1)+E(x2)+...+E(xn)]=”T’”=u

Verificamos, também, que

E(s?) :0B£+2EI£8E)£+...+2E)£OE)£:8—0:5:02,
16 16 16 16 16 6

ou seja,s®é um estimador n&o-tendenciosoaié.

A variancia da média da amostra pode ser obtidaédrda expressao

12



ou diretamente, a partir da definicdo, utilizandovalores da ultima coluna da tabela
1.5, como segue:
1

V(X) = E[X —E(X)]? = E(X — u)? :9E—I1—6+
w4t vopt =2022
16 16 16 2

Considerando os valores dé apresentados na tabela 1.5, verificamos que

E(s2) :OEI£+1E|£+4EI£+...+1EI£+OEI£:£):E,
16 16 16 16 16 16 2

ou seja,s; & um estimador ndo-tendenciosoatg.

Devemos ressaltar que o exemplo apresentado fer®-umapopulacio
infinita. As mesmas férmulas serdo validas se, de pojulacédo finita tirarmos
amostragom reposicaaos elementos.

Consideremos, agora, o caso de ymoaulacdo finita(com m elementos) da
qual se tiram amostras (deelementosyem reposicao

A média da populacgéo é

1 m
=E(X)=—)> X,
H=E(X) le) .
A variancia deX é definida por (ver Cochran, 1965, p. 42)
— Q2 — 1 - 2
V(X)=8"=—=%" (X, -4
m-—=15=

Demonstra-se que (ver Cochran, 1965, p. 44)

V(X) =02 :S_z( _ﬂj
n m

Dada uma amostra (sem reposi¢cdo) mdeelementos, uma estimativa né&o-

tendenciosa de: é dada por

13



As estimativas ndo-tendenciosas$fee a)% sao dadas, respectivamente, por

> (X, - X)?

2
= S n
2= e s; == |1-—
n-1 n

Vejamos um exemplo numérico simples, embora aeifiSeja uma populacdo

de apenas 4 elementos £ 4), ondeX, assume os valores 0, 2, 4 e 6. Temos que

_0+2+4+6 _
4

3

_X(X - _(0-3°+(1-3*+(4-3*+(6-3)* _20
 m-1 3 "~ 3

SZ

4
Consideremos a{zj: @liferentes amostras de 2 elementos= @) que

podemos tirar dessa populacédo. Essas amostrasdestéininadas na tabela 1.6, com

vy 2 2 Va2 2
os correspondentes valores Mg s°, s; e (X —4)°.

VY 2 2 v , .
TABELA 1.6. Valores deX;, X,s",s; e (X - )* para as 6 possiveis

amostras de 2 elementos (sem reposicao).

Valores deX, X s? sz (X — )2
Oe?Z2 1 2 1/2 4
Oe4 2 8 2 1
Oeb 3 18 9/2 0
2e4 3 2 1/2 0
2eb6 4 8 2 1
4e6 5 2 1/2 4

Para amostras com= 2 elementos, temos
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2
V()?) = 0’)% :S_(l—ﬂj :ZTGC)(]'_EJ :g
n m

O mesmo resultado pode ser obtido a partir daigébrde variancia, utilizando
os valores da ultima coluna da tabela 1.6. Contbdiferentes amostras sao igualmente
provaveis, temos

_4+1+0+0+1+4 _10_5
6 6 3

o2 =E(X-pu)°

Verificamos que:

= 1 18
E(X)==(@0+2+...+5)=— =3,
(X) 6( ) 5
ou seja,E(X) = u
1 40 20
E(s®)==(2+8+...+2)=—=",
(s%) 6( ) 53

ou seja,E(s?) = S?

S S

ou seja,E(s2) = 0%

1.7. Estimador de variancia minima

A nao-tendenciosidade ou auséncia de viés é umaada desejavel para os
estimadores. Entretanto, essa qualidade € insoficiomo critério para selecionar um
estimador. Assim, por exemplo, no caso da médiantke populacdo, podemos verificar
que qualguer média ponderada dos valores de umat@né um estimador néo

tendencioso de: .

Consideremos a média ponderada

m=> 7 X;,comXm =1

i=1

15



Temos que
E(M) =XmE(X)=uXm=u

Isso mostra que qualquer média ponderada dos satiyeervados em uma

amostra aleatdria é um estimados ndo tendenciosp .deortanto, existem infinitos

estimadores ndo-tendenciososde
Dados dois estimadores né&o-tendenciososadea, e a,, por definicdo a

eficiéncia relativa de,, em comparacéo com , é igual a

V(a,)
V(a,)

Assim, por exemplo, dada uma amostra aleatériazetamentos X, e X,, de

uma populagéo infinita, consideremos 2 estimadod&stendenciosos da média da

populacao:
e e o +X 1
a) a média aritméticaX = ———=2 :1X1+—X2 e
2 2 2
- 1 3
b) a média ponderadan== X, +—= X,
4 4
Temos
J— 0'2
V(X)=—-
(X)==
e

V(m) 1520495225,
16 16 8

A eficiéncia dem em relagéo &X é

N

:g =08 ou 80%

ool
Q
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E facil provar que, dada uma amostra com 2 obséega¢X, e X,), dentre os

estimadores da classe

m=6X, +(1-6)X,,

o mais eficiente é a média aritmética, ou sejaso @m qued =3

Temos
V(m) =8%°0%+(1-0)°0” = (1=20+20%)0"

Ilgualando a zero a derivada em relacab @ simplificando, obtemos

-2+46=0
Donde
p=1
2

Generalizando esse resultado, demonstraremos gda,wna variavel aleatoria
X de populacéo infinita com média e varinciac?, a média aritmética de uma
amostra aleatoria deobservacdes €, dentre os estimadores lineareenéenciosos, 0

estimador de variancia minima.

Dizemos que um estimador € linear quando ele é eon@inacéo linear dos

valores da amostra. Como exemplo, consideremogurge estimador linear deg :

Temos que

E(m=uXrm
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Para quen seja estimador ndo-tendenciosoedevemos ter
> =1

Temos, também, que
V(m) =o®Xm

Para minimizarV(m) devemos minimizar). 77>, considerando a restrigdo

2.7t =1. Utilizando o método do multiplicador de Lagrandefinimos a funcao
p=Xm -AEm -1

Ilgualando a zero as derivadas parciais em relagé@oeal , obtemos o sistema
de equacdes

2 -1=0, i=1,2 ..n (1.1)
2 =1 (1.2)

De (1.1), obtemos
A
== 1.3
=5 (1.3)
Substituindo (1.3) em (1.2), obtemos

M:l
2

Donde

A_1
2 n

Comparando esse resultado com (1.3) concluimos que

m == ,c.0.d.
n
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Nao ha necessidade de verificar a condicdo “d&d2m para minimo por se
tratar de uma soma de quadrados.

1.8. Estimadores de minimos quadrados

Pode parecer 6bvio que o estimador da média devanavel seja a média dos
valores observados em uma amostra. Mas em situagdgsouco mais complicadas
sera necessario recorrer a um método geral dendetedo de estimadores, como o
método dos minimos quadrados ou o método da méxerassimilhanca (que sera
descrito na proxima secao).

O meétodo dos minimos quadrados consiste em adastagstimadores que
minimizam a soma dos quadrados dos desvios entmgesaestimados e valores
observados na amostra.

Mostraremos que a média aritmética dos valoresrasta € um estimador de

n
minimos quadrados. Para tanto, determinemos o glakgue minimizaz (X, —a)?.
i=1

Derivando em relacaoae igualando a zero, obtemos:

22 (X, -a)(-) =0

2 X;—na=0
Donde
a:¥:>7, c.q.d.

E interessante notar que o método de minimos qd@siraonduz & média
aritmética, mas que existem outros critérios assios as demais medidas de tendéncia
central. Assim, para minimizar o valor absoluto rdaior desvio, devemos adotar o
ponto central entre os extremos (0 ponto médiceemtmenor e 0 maior valor); para
maximizar o numero de desvios iguais a zero devexdotar a moda da amostra; e para
minimizar a soma dos valores absolutos dos deslaeemos adotar a mediana. Para
verificar essa Ultima afirmativa, consideremossdritiuicdo de frequéncias apresentada

na tabela 1.7.
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TABELA 1.7. Distribuicéo de frequiéncias com 13 distribag;

X ; 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Frequéncia: 1 5 1 1 1 1 2 0 1

E facil verificar que a moda é 1, a mediana é @gdia aritmética é 3 e o ponto
central entre os extremos é 4.

A soma dos valores absolutos dos desvios em retagdediana € 27 (7 para 0os
valores abaixo da mediana e 20 para os valoresaatanmediana). Para mostrar que a
mediana € 0 ponto que minimiza a soma dos valolEolEos dos desvios,
consideremos um ponto abaixo da mediana diferiedtadde menos de 1 unidade, isto
€, 0 ponto de abciss2a-4, com 0<4<1. Para os 6 pontos abaixo da mediana, 0s
desvios ficam aumentados de para os 6 pontos localizados acima da mediana, 0s
desvios ficam aumentados dee para o ponto cuja abcissa € igual a mediana sunge
desvio igual ad em valor absoluto. A soma dos valores absolutess disvios em
relacdo ao ponto de abcis®a 4 €, portanto,

7-64+20+64+A=27+4>27

Raciocinio semelhante mostra que a soma dos valbsssutos dos desvios em
relagdo a um ponto acima da mediana também é maique 27. Concluimos, entéo,
gue essa soma € minima quando referida a mediana.

Vejamos um exemplo onde o uso da média aritmétiomo medida de
tendéncia central, parece ser mais razoavel doqs® da mediana, o que implica em
afirmar que o critério de minimos quadrados pareee mais razoavel do que a
minimizacdo da soma dos desvios absolutos. Comesiey uma amostra com 3

observagdes, ond¥, = X, =0 e X, # 0. A mediana é igual a zero, qualquer que seja

o valor de X, isto é, o valor da mediana independe Xe. Entretanto, a média
N 1

aritmética é igual a§ X,.

Para uma outra ilustracdo da aplicacdo do métodaonthémos quadrados,
consideremos a determinacdo do estimador do paxarpetde uma distribuicdo
binomial, sabendo que numa amostrandebserva¢cbes foram constatad¥scasos

favoraveis en—X casos contrarios. Como o0s valores esperados samp dmsos
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favoraveis en(l- p) casos contrarios, queremos, de acordo com o0 méaainimos
quadrados, o valor geque minimize
(X =np)* +[(n-X)-n(l- p)]*

Deixamos para o leitor verificar que a solucao é

X
n

p=

1.9. Estimadores de maxima verossimilhanca

De acordo com o método da maxima verossimilhancataathbs, como
estimativas dos parametros, os valores que maximaagprobabilidade (no caso da
variavel aleatéria ser discreta) ou a densidadg@rdbabilidade (no caso de variavel
continua) de ser obtida a amostra observada. Patexr estimadores de maxima
verossimilhanca é necessario conhecer ou presgupbg a distribuicdo da variavel em
estudo.

Para exemplificar, consideremos que cada uma das tde um tetraedro regular
sdo pintadas de branco ou de azul, e que, ao lamc¢traedro, o resultado é
considerado sucesso se a face que ficar em cardataa mesa for azul. Vamos supor
que o tetraedro foi lancado 4 vezes, sem que sseind@s se 0 niumero de faces azuis do
tetraedro era 0, 1, 2, 3 ou 4. Somos entéo infoosdeé que, nas 4 tentativas, foi obtido
sucesso apenas uma vez. Qual é a estimativa denaagrossimilhanca para o nimero
de faces azuis no tetraedro utilizado?

Na tabela 1.8 apresentamos a probabilidade de aptaras um sucesso em 4

tentativas, para cada um dos casos possiveis.
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TABELA 1.8. A funcéo de verossimilhanga.

Probabilidaderf) de Probabilidade de obter

NUmero de
faces azuis obter SUCGSSO em uma apena; um SUCGSSO3em 4
tentativa tentativas = g¢(1 —p)
0 0 0
1 1/4 27164
2 1/2 1/4 = 16/64
3 3/4 3/64
4 1 0

A simples observacdo da tabela 1.8 mostra que ar d&p que maximiza a
probabilidade de obter um sucesso em 4 tentatiyas &/ 4. Entdo, essa € a estimativa
de méxima verossimilhanca para a probabilidadebter sucesso em um langamento,
Ou seja, o tetraedro utilizado deve ter apenasfaceazul.

Se p varia continuamente, a estimativa de maxima verilssnca pode ser
obtida através das condicOes necessarias e stédigida calculo diferencial. Desejamos

o valor dep que maximize

P(X):@ p* (1- p)™,

ondeX é o numero de sucessos obtidosnetientativas.
Como o logaritmo é uma fungdo monotbnica crescemt&alor dep que

maximizaP(X) também maximiza

Z =In P(X) =|n(;j+x In p+(n-X)In (- p)

Igualando a zero a derivada em relac@ @btemos

S
|
X

o | X
|

=

[

o
I
o

cuja solucao ép :1, que é o estimador j4 obtido na secéo anteriar peitodo de
n
minimos quadrados.

Como
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d?z X n-X

dz 2 _2<O
p p° (1-p)

a condicdo de segunda ordem para maximo é saisfeit

Como mais um exemplo, consideremos a determinagdoedtimadores de
maxima verossimilhanca da média) e da variancigo® Ye uma variavel aleatéria

(X), com distribuicdo normal, com base em uma amaétaoria de elementos.

Neste caso, a densidade de probabilidade de abtealor X, na amostra é

f(xi): 1 - exp{—w}

2710 20
Como as observacdes sao independentes, a dendiglglebabilidade de obter

os valoresX,, X,,..., X,, da amostra é

L(Xy, Xyyoooy X i, 02) = £(X,)OF (X,) O..OF (X)) =

n _ 2
R A
1=1 2770'2 20'2

= (27702)_g exp{——z(><i :,u) }
20

Essa é a funcdo de verossimilhanca da amostrausl vspresenta-la pdr
porque a palavra inglesa para verossimilhangeehood

Os estimadores de maxima verossimilhancaudee & sdo os valores que
maximizam o valor deL (¢, o? | X,, X,,...,X,). Como o logaritmo é uma fungéo

monotonica crescente, os valoresdee ¢ que maximizank. também maximizam
2
n 2 _ 2(Xi —H)

InL:—DInZH——InJ 5
2 2 20

Igualando a zero as derivadas parciais em relagé@ a obtemos o sistema de

equacoes
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Zz(xi _,[1) —

257 0 (1.4)
De (1.4) obtemos
1= ZTX =X (1.6)

J& vimos queX é um estimador de minimos quadrados, ndo-tendeneiale

variancia minima. Sabemos agora queX sem distribuicio normal X &, também, um
estimador de maxima verossimilhanca.
De (1.5) e (1.6) obtemos

E interessante notar que o estimador de maximasiendhanca da variancia é

tendencioso, uma vez que o estimador nao-tendenéios

1.10. Propriedades assintéticas dos estimadores

Sejaa, 0 estimador de um parameimo obtido com base em uma amostra com
n observagbes. Em geral, € uma variavel aleatoria cuja distribuicdo é deraada
pela fungcdo de densidadef(a, , ) com média E(a, ) e variancia

V(a,) = E[a, —E(a,)]?. Variando o tamanho da amostra, temos varias e

a) a sequéncia dos estimadores:

{a,} =a,,a,,...,a,,... 1.7)
b) a sequéncia das médias:

{E(a,)} =E(,),E(a,),...,E(a,),... (1.8)
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C) a sequéncia das variancias:
V(a,)} =V(a,). V(@,).... V(a,).... (1.9)
d) a sequéncia das funcdes de densidade:

{H@) = (@), f(a).... {(a).. (1.10)

A teoria assintética dos estimadores se destinstab&lecer o comportamento
dessas sequéncias quamdende para infinito.

Denominamosesperangaassintotica de a, ao valor do limE(a,). Se

n- oo

lim E(a,) =a, dizemos que, € um estimadaassintoticamente ndo-tendencioso

n- o

Poderiamos pensar em definir a variancia assiat@kc a, como limV (a,).
n - o
Entretanto, esse limite é freqlientemente igualra, Z@rque a distribuicdo da, se
concentra em um Unico ponto. Para exemplificarsiciememos a médigX) de uma

amostra aleatoria com observacdes da variav¥| de médiay e varianciac?. De
V(X) =0?/n segue-se que
limV(X)=0

Pode-se demonstrar que, quanderesce, a distribuicdo da mediama) (da

amostra se concentra em torngide o limite de sua variancia também é zero, isto €,

Linl V(m) =0
Para verificar qual de dois estimadores é assiatoiénte mais eficiente,
poderiamos pensar em comparar os limites das casgdesses estimadores, quando
tende para infinito. Entretanto, se esses limi#@siguais a zero a eficiéncia relativa ndo
é definida.
O problema é resolvido definindariancia assintéticaomo

n™ lim E{x/ﬁ[an ~E(a, )]}2 (1.11)

Para o estimadoX temos
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2

V(X)=E(X-p)* =

Entao
E[Vn(X -w)]? =o?

e a variancia assintética dé é

2
n lim E[vVn(X - 1)]? =<
n- oo n
Pode-se demonstrar que,>6&m distribuicdo normal, a variancia assintotiaa d

medianaif) da amostra

7o?

2n

n™* lim E[/n(m-)]? =

Como (n/2)>1, concluimos que a médiaX() € um estimador deu
assintoticamente mais eficiente do que a mediaha (

Ao analisar a sequéncia (1.7) € importante ter emtenque, fixado o valor dg
a, € uma variavel aleatoria. Por isso ndo tem serfiido no limite dea, quandon
tende a infinito. E necessario, entdo, introduzircanceito deconvergéncia em
probabilidade

Dizemos que uma seqiéncia de variaveis aleat§@ay=a,,a,,...,a,,...
converge em probabilidade para uma constantese, para qualquere >0,

arbitrariamente pequeno,

limP(la, —al>¢€) =0, (1.12)
indicando-se
p
an 4
ou
plima, =a,

que se |é: “o limite em probabilidade de é igual aa’”.
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Dada uma amostra de observagbesa, € um estimadorconsistente do
parametrar da populacéo splima, =a .

Antes de prosseguir vamos analisar melhor esseeiton® expressao (1.12)

pode ser escrita

limP(a-£<a,<a+¢&) =1 (1.13)

n- oo

Na figura 1.3 representamos a distribuicdo ajeparan = 10 en = 100 e

assinalamos, por meio de tragcos verticais, osdsmit—£& e a+¢ . De acordo com

(1.13), para quea, seja um estimador consistente @dlea probabilidade de termos
a-e<a,<a+¢ deve tender para um quandotende para infinito. Em outras
palavras, dados e w, positivos e arbitrariamente pequenos, deve existial que para

todo n>n, temos
Pla-e<a,<a+&)>1-w

Em termos da figura 1.3, a medida qoecresce, a distribuicéo de, deve se

concentrar em torno de de maneira que quase toda a distribuicéo fiqugpoeendida

entre os limitexr—€ ea +¢.

S (@100)

Figura 1.3.0 conceito de estimador consistente
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Prosseguindo no estudo das propriedades assistélisaestimadores, vejamos
0 conceito de convergéncia em média quadraticaeniz que uma série de variaveis
aleatoriasa,} =a,,a,,...,a,,... converge em média quadratica para uma constante
se
lim E(a, -a)* =0 (1.14)
n- oo
Demonstraremos adiante que a convergéncia em méddratica é condicao
suficiente para que tenhamos convergéncia em pitmzale. Para isso vamos deduzir,
preliminarmente, a desigualdade de Chebyshev.

Consideremos uma variavel aleatoriz2 0, com média finita, € um nimero real

6 > 0. Definimos a variavel aleatordada seguinte maneira:

Y=0,seZ<6
e
Y=6,seZ26
Entao,
P(Y =0)=P(Z<6)
e

P(Y =6)=P(Z=06)
Segue-se que
E(Y)=0[P(Y =0)+8(P(Y =6) =8[P(Z = 6) (1.15)
Da definicdo deY, segue-se que
Y<Z
Entéo,
E(Y)<E(2Z)
Considerando (1.15) temos:
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61P(Z 2 6) < E(Z)
ou

Pz 26 <E@

(1.16)

Consideremos agora a variavel aleatdfiacom médiau e varianciao?.

Aplicando a relacdo (1.16) a variavel aleatqi¥a— /) = e 8o nimerd?, obtemos

E(XX-p)? o’

P[(X - u)* 2k?] < e 2

(1.17)

Donde, comk > 0,

2

g
PUX - pE k)<

gue é a desigualdade de Chebyshev.

Demonstremos agora que a convergéncia em médiardgad é condicao
suficiente para que tenhamos convergéncia em pitmzae. Aplicando a relacéo

(1.16) a variavela, —a)? e ao nimere?, obtemos

E(a, -a)?

Pl(a, —a)*=£%] < -
£

Entao

E(a, -a)?

lim P[(a, —a)* = £°] < lim -
n- oo n- o E

Se a, converge em média quadratica paraemos
lim E(a, -a)*=0
n-oo

Segue-se que
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lim P[(a, —a)*=£°]=0
n- oo
Lembrando que para uma variavel aleatéria conteayarobabilidade de se
observar um determinado valor é nula, podemos\escre

lim P[(a, -a)® >£%]=0
ou
!]i[ro]o P(la,—al)>&=0
isto é,
plima, =a
Demonstremos, também, que
E(a, -a)? =V(a,) +[E(a,) -al’ (1.18)
Temos

E(a, -a)® =E{[a, -E(a,)] +[E(a,) -al}* =
=E{[a, -E(a,)]’ +[E(a,) -a]* +2[a, —E(a,)] [E(a,)-al} =
=V(a,)+[E(a,)-a]?, c.q.d.

Vamos resumir as definigcdes e resultados obtidbesge ponto.

Para que o estimadax,, baseado numa amostra deobservacgdes, seja um

estimador consistente de isto €, para que

plima, =a,

é suficiente que
lim E(a, -a)*=0
Para que isso aconteca, por sua vez, é suficemt;ordo com (1.18), que

limV(a,)=0

n- oo
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E(@,)=a
ou

im[E(a,)] =a

Concluimos entdo que um estimador nao-tendenciosgssintoticamente nao-
tendencioso é consistente se o limite da sua \@@iaguando o tamanho da amostra
tende para infinito, é igual a zero.

Vejamos um exemplo. Sabemos g¥eé um estimador ndo-tendenciosoyde

2

queVv(X)=2—.
n

Como

limV(X) =0,

n- o

concluimos queplim X =y, isto é, X é um estimador consistente de

Vimos que os estimadores devem ser nio-tendencosfisientes. E desejavel,
também, que sejam consistentes e assintoticaméaoientes, isto é, que apresentem
variancia assintotica minima. A nao-tendenciosidade eficiéncia sdo denominadas
propriedades de amostra pequena, porque sua \@litial depende do tamanho da
amostra, isto é, quando um estimador apresentpr@siedades, elas sao igualmente
validas para amostras grandes e para amostrasnasq®or outro lado, as propriedades
definidas em termos de limites, quando o tamamialg amostra tende para infinito,
sdo denominadas propriedades de amostra grandemmedades assintoticas.

A seguir sdo apresentadas, sem demonstracdo, agpmugpriedades da
convergéncia em probabilidade.

Se plima=a e F(a) é uma funcdo continua @e entdoplim F(a) = F(a).

Em particular, temosplim (a®) = (plima)®> e plim(a™)=(plima)™. O teorema se
estende ao caso de uma funcdo continua de duasa@u variaveis, isto é, se

pima=a, plimb=g8 e F(ab) ¢é uma fungdo continua, temos
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plimF(a,b)=F(a,B8). Temos, por exemplo, plim(a+b)=plima+plimb,
plim (ab) = (plim a) (plimb) e, seplimb# 0, plim (a/b) =(plim a) /(plim b) .

Essas propriedades facilitam a determinacédo da pal@ o qual converge em
probabilidade uma funcédo de estimadores. Note @prénecida a esperanca matematica
de vérias varidveis, ndo € geralmente tdo imeddatdeterminacdo da esperanca

matematica de expressfes envolvendo tais vari@dado queE(a) =a e E(b) =3,
sabemos qué&(a+b) =a + £, mas nada podemos dizer, de imediato, sobre o galo
E(a®), E(ab) ou E(a/b).

Para introduzir a idéia de convergéncia em disgém vamos considerar,

novamente, a distribuicdo da médid) de uma amostra aleatéria canobservacdes,
com E(X) =u eV(X)=0?, mas sem que se conheca a forma da distribuicXo ite
vimos queV(X) tende a zero quandocresce. Dizemos que, no limite, a distribuicao
de X degenera concentrando-se em um ponto. Entdo é convenamdéisar o que
ocorre com a distribuicéo dénX . O teorema do limite centratstabelece que, em
condicOes bastante gerais, no limite, quamtiende a infinito, a distribuicao dénX é
uma distribuicdo normal com médidﬁ,u e varianciac?. Esse é um exemplo de

convergéncia em distribuicdo, indicando-se

JnX & N o?)

Dizemos, ent&o, que a distribuicdo assintéticaXd& uma distribuicio normal

com médigu e varianciac?/n.

1.11. O limite inferior de Cramér-Rao e as propried ades assintéticas dos

estimadores de méxima verossimilhanca

Consideremos uma amostra aleatoria dbservagde¢X,, X,,..., X, e uma

variavel cuja distribuicdo é caracterizada por umrametro a cujo valor é

desconhecido. Sé (X) € uma funcdo de densidade de Il, a funcdo de sierdisanca

dessa amostra é
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n

L(Xy, Xpyeon, X5 ) = |‘j f(X))

Sejaa um estimador nao-tendencioso de Se a fungcdo de densidafiX)
obedecer a certas condi¢des de regularidade reeadivintegracdo e diferenciacao e se

existe a variancia d@ entéo pode-se demonstrar gue

V(a) = 1 S (1.19)

d?InL dinL)?
-E E
{daz j (daj

O valor do 2membro dessa desigualdade é denominado limiteianfele

Cramér-Rao. A desigualdade (1.19) estabelece que exste estimador nao-
tendencioso cuja variancia seja menor do que adimferior de Cramér-Rao.

Para exemplificar, consideremos uma varid¥etom distribuicdo normal de
média 1, desconhecida, e variancia igual a um. Dada umesten aleatéria conm

observagbeg¢X,, X,,..., X, ,)a funcéo de verossimilhanga é

. — . _% _E — N2 =
L(Xl,Xz,~-.,Xn,ﬂ)—D(2ﬂ) exp{ 1% u)}
=(@m * exp{—%zoa —u)Z}
Entao
nL=-"in2r-Ly(x - w2
2 2= H

Segue-se que

dinL

=3(X; - 1)

2 A demonstragéo pode ser encontrada em Theil [197384-387.
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d?InL _
du?

De acordo com (1.19), obtemos

V(m 21
n

onde m é qualquer estimador n&do-tendenciosodeSabemos que, corr’® =1, a
variancia deX é igual a I, isto é, a média aritmética dos valores da am@suien
estimador com variancia igual ao limite inferior@emér-Rao.

Convém ressaltar que h& casos nos quais o linféedn de Cramér-Rao nédo é
atingido, isto €, ha casos onde néo existe estimetmtendencioso com variancia igual
ao limite inferior de Cramér-Rao.

Entretanto, existe um teorema que afirma, em cdedipastante gerais, que, se
a é o estimador de maxima verossimilhancaadentdo & apresenta distribuicdo
assintoticamente normal com médiae variancia igual ao limite inferior de Cramér-
Rao, isto é, o0s estimadores de maxima verossintéhaedo consistentes e

assintoticamente eficientés.

1.12. Teste de hip6teses

Dada uma hipdtese de nulidadel, , define-se como erro tipo | o erro que
consiste em rejeitaH ,, dado queH , é verdadeira. Define-se como erro tipo Il o erro
que consiste em ndo rejeitdr,, dado queH , é falsa.

A hipétese da nulidade, quando dada em termos itptards, é,
necessariamente, uma igualdade.

Usa-se a letra grega para indicar a probabilidade de cometer erro tjpue é
o nivel de significAncia do teste, e a letra grggpara indicar a probabilidade de
cometer erro tipo Il.

Podemos definir ainda o poder do teste, que € lapridade de rejeitaH ,,

dado queH , é falsa.

® A demonstragéo deste teorema pode ser encommadaeil (1971), p. 392-395.
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Evidentemente, o poder do teste é iguat-a3 .

Para exemplificar, consideremos 2 tetraedros regmilafeitos de material
homogéneo, sendo que um deles tem uma face azbran8as e o outro tem 2 faces
azuis e 2 brancas. Quando esses tetraedros sawdang resultado € considerado
sucesso se a face em contato com a mesa for a#dlo,Ea probabilidade de obter
sucesso em um langcamento é, para o primeiro tetrapd 1/4 e, para o segundo
tetraedrop = 1/2.

O numero X) de sucessos, obtidos entancamentos de um desses tetraedros &
uma variavel aleatoria discreta com distribuicoobiial. A tabela 1.9 apresenta a
distribuicdo deX para cada um dos dois tetraedros, no caso=d2 langamentos.

TABELA 1.9. Distribuicdo do numero de sucessos obtidod@mlanca-
mentos, para cada um dos dois tetraedros

« P(X)
parap = 1/4 parap = 1/2
0 9/16 1/4
6/16 2/4
1/16 1/4

Consideremos a seguinte situacdo: suponhamos queosntetraedros (nao
sabemos qual) foi langado duas vezes e que fom@snados sobre o numerX)(de
sucessosX pode assumir os valores 0, 1 ou 2); com base mefssenacao, devemos

decidir qual dos dois tetraedros foi utilizado,seja, devemos decidir entre
H,:p=1/4 e H,:p=1/2

Para a solucdo deste problema, devemos procedeteste de hipoteses. Entao,
antes de conhecer o valor assumido)qalevemos estabelecer a regra de decisao a ser

adotada, isto é, devemos estabelecer para queesaleK devemos rejeitaH ,. Para

este problema podemos estabelecer qualquer umgudd regras de decisdo que
constam na tabela 1.10. Nesta tabela também s&s dadvalores de e S, relativos a

cada regra de deciséo, e a relaghty 4a , isto é, a razdo entre o incremento ¢he o

incremento enwr, quando se passa de uma regra de decisédo pajaistse
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TABELA 1.10. Valores dere S relativos as possiveis regras de deciséo e melaca

AB/ Aa
Regra de deciséo a B 4B/ Aa
Nunca rejeitarH 0 1
RejeitarH, se X =2 1/16 = 0,0625 3/4=0,75 -
RejeitarH, se X1 7116 = 0,4375 1/4=0,25 jg
Sempre rejeitaH 1 0

Indiquemos porg = g(a) a relagéo funcional decrescente que existe ergrg.
A figura 1.4 mostra essa relagdo para o problensariie. Neste exemplo, a funcao
B =@(a) é descontinua porque o teste de hipotese é baspadma variavel aleatoria
discreta. Se o teste de hipotese for baseado envamaael aleatéria continua, a funcéo

B = ¢(a) também sera continua.

Como escolher a regra de decisdo, ou seja, comolhesco nivel de

significancia do teste? Isso implica escolher mmtpadtimo” sobre a funcaqgs = ¢(a) .
Admitamos que a probabilidade priori de H, ser verdadeira sejd (Essa

probabilidade deve ser determinada com base erasoutformagdes que nao as que
estdo sendo utilizadas para fazer o teste). Em@®emos obter, como constam na
tabela 1.11, os valores da receita liguidlgnum contexto mais geral, os valords
seriam os niveis de utilidade) associados a cadadas 4 situacdes possiveis (quando a
hipbtese alternativa é simples), e as respectinasapilidades.

B
A
1,09 A
! A
\ ——[-3—-:—4
- v Aa
»O T ‘.\B
0,6 1 AB__4
Aa 3
0,4
W Ap__4
0,2 Ao 9
| e, B

Figura 1.4.Relacéo entreare 8
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TABELA 1.11. A tabela de resultados

Decisdo tomada

Situacao real

nao rejeitar H rejeitar H
H, é verdadeira U, U,
(probab. =6) p, =6@1-a) p,, =6a
H, é falsa U,, U,
(probab. =1 -6) P =(1-60)8 P, = (1-6)1-5)

Se todas essas informacdes estivessem disporpeeis;iamos escolher o nivel

de significAncia que maximiza a receita liquidaeesga, dada por
L=EU)=60-a)U, +6aU,, + 1-6)J, + (1-6)A-S)U, (1.20)
Essa relagéo pode ser escrita

:6U11+(1_‘9)U22_L_ 6U,, -Uy,)
@-0)U,,-U,) 1-0)U,,-Uy,)

B (1.21)

A diferencal,, -U,, =C, >0 representa o custo de cometer erro tipo | e a
diferencalU ,, -U,, =C, >0 representa o custo de cometer erro tipo Il.
Dados os valores dé, U,,, U,,, U,,, U,,, a relagédo (1.21) corresponde a um

feixe de retas paralelas num sistema de eixoss@antess com coordenadase S. O

coeficiente angular é sempre igual a

&C,

——(1_ aC, (1.22)

e o coeficiente linear é tanto menor quanto maword valor deL =E(U). Para
maximizar L = E(U) devemos determinar o ponto ¢ge=¢(a) que pertenca a uma

reta com declividade dada por (1.22) e coeficiéngar minimo.

Para exemplificar, consideremos a relaghe ¢(a) representada na figura 1.4 e

admitamos qué# = 05. Neste caso, temos:
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a) se 4<—-<w, 0 ponto 6timo &, isto &, nunca devemos rejeitdr, .
1l

C f . .
b) se —- =4, é indiferente utilizar a regra de decisdo cowadpgnte ao ponto
1l
A ou ao pontds.
4 C, (o . , -
C) se —<—<4, o ponto 6timo &, isto &, devemos rejeitdl , se X = 2,
Il

fazendo um teste com nivel de significangia 0,0625.

C _4 .. . . .
d) se — =—, é indiferente utilizar a regra de decisdo cowadpnte ao ponto
I

B ou ao pontc.

4 C, 4 " - . .
e) se §<C—'<—, 0 ponto 6timo &, isto €, devemos rejeitafl , se X =1,
1l

fazendo um teste com nivel de significangia 0,4375.

C _4 .. . . .
f) se —-=—, é indiferente utilizar a regra de decisdo cowaspnte ao ponto
Il

C ou ao pontd, e
C, 4 " —~ . ..
g) se 0<—<—, o ponto 6timo €, isto é, devemos rejeitadd , sempre,
1l

qgualquer que seja o valor observadXde

Se a fungaqB = ¢(a) for continua, o ponto que maximiza a receita tgyode

ser determinado igualando a zero a derivada el relacéo a.
De (1.20) obtemos

dL _

—=-0U,;-U;,)-1-0) U, -Uy,) b
da

o
=-&C, -1-6)C, 46 (1.23)
da

Segue-se que;lL =0 implica
a

a__ &

da  @1-6)C, (1.24)
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O ponto def = ¢(a) que satisfaz essa condi¢do corresponde a um maemo

L=EU) se
2
d°L <0
da’
De (1.23) obtemos
d’L d?
=-1-6)C, A

da? da?’

d’sB

mostrando que a condi¢cdo de segunda ordem paranmé@satisfeita s%—z >0, isto
a

é, se a funcag = ¢(a) for convexa em relagcéo a origem.
Sendof = ¢(a) uma funcdo decrescente e convexa em relacdoengrgnivel

de significancia 6timo estabelecido através ded{ls2ra tanto menor quanto maior for
6 (a probabilidadea priori de H_ ser verdadeira) e quanto maior for a rela (o
]
custo de cometer erro tipo | em comparacédo constwae cometer erro tipo II).
Em problemas préaticos é geralmente impossivel mé@tar o nivel de

significancia 6timo da maneira indicada, porque s&item nem a probabilidadé) de

. . C . . o
H, ser verdadeira priori, nem o valor exato da relagae-. Além disso, a hipotese
I

alternativa é, geralmente, composta; a determinaggorosa de um nivel de
significancia 6timo exigiria, neste caso, o conhexito da distribuicd@ priori dos
valores possiveis para a hipétese alternativa, @emespectivos valores do custo de
cometer erro tipo Il.

Por isso, a escolha do nivel de significancia tamtorde arbitrario.

A finalidade da discusséo feita € deixar clarortide em que deve ser ajustado

o nivel de significancia conforme mudem a probdhdea priori de H, ser verdadeira

e a relac&o entre 0s custos de cometer erro gpero tipo Il.
E usual que a hipdtese alternativa ndo se refina &alor especifico. E comum,

por exemplo, testar se um paramefrce igual a zero(H, :y = O)xontra a hipotese

alternativa de que é diferente de z€kd, : y # 0). Neste caso pode-se fixar o nivel de
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significancia do testeal), mas o poder do test@g- £) ndo é um valor Unico. Pode-se

construir a curva de poder do teste, que mostrabaesee varia em funcédo de valores
alternativos do parametro. E claro que o poder edtetse aproxima do nivel de
significancia quando o valor alternativo do paramsee aproxima do valor estabelecido
pela hipotese da nulidade, fazendo com que, fixaddaixo nivel de significancia, o
poder do teste seja baixo para tais valores atteasado parametro. Note-se como,
nestas condi¢des, ndo ha simetria entre as dedsdesjeitar” e “aceitar” a hipotese da
nulidade. Ao rejeitar a hipétese da nulidade estasstomando uma decisédo de maneira
que a probabilidade de estar cometendo erro (Jigocbnhecida e pequena. Mas se 0
resultado do teste é n&ao-significativo e “aceitdmas hipdtese da nulidade, a
probabilidade de cometer erro tipo Il é desconlaeeidende a ser elevada para valores
do parametro préximos ao estabelecido pela hipdasaulidade. A linguagem usada
na interpretacdo do resultado de um teste de Isip®tdeve refletir essa assimetria. Se,

7

ao testar (H,:y= O)contra (H,:y#0), o resultado do teste é significativo,
rejeitamosa hipotese da nulidade. Se o resultado for naufwigtivo, a concluséo é
que os dados da amostra utilizada ndo permitentaregehipétese da nulidade. Note-se

a natureza “provisoria” da conclusdo. A afirmatde que “aceita-sdd,” ndo reflete

adequadamente a indeterminacdo da probabilidadeometer erro tipo Il quando a

hipotese alternativa € composta (ndo estabelecdinioo valor alternativo para o
parametro).

Exercicios

1.1. SejaX o resultado obtido no lancamento de um dado (lemasegular) néo-
chumbado. Sej& a soma dos resultados obtidos em 100 langcameesse diado.
DetermineE(X), V(X), E(Y) e V(Y).
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1.2.

1.3.

1.4

Com base na distribuicdo conjunta de Valores deP(X,.Y,) para a distribuicao

X e, apresentada na tabela ao lado, Conjunta das variavei, %

determine aE(X), a E(Y), a V(X), a Y, X

‘ 1 2 3
V(Y) eacovX,Y). As variaveisX eY 4 03 0 03
sdo independentes? 8 0 0,4 0

A tabela ao lado mostra a distribuicao
Valores deP(X,,Y,) para a distribuicao

7

conjunta deX eY. . i
conjunta das variaveis’;, %

a) Essas variaveis sao %
independentes? (Justifiqgue sua Y, > 4[ 6
resposta). 4 0,2 0,1 0

. 5 0,1 0,2 0,1

b) DetermineE(X) e E(Y). 6 0 01 0.2

c) DetermineV/(X) e V(Y).
d) Determine cov X, Y) e a
correlacdo ) entre as duas

variaveis.

Temos duas urnas, aparentemente idénticas, corl&3 o interior de cada uma.
Essas bolas sdo marcadas com nimepsi€ zero a 5. Na urn& ha 2* bolas
com o ndmerd, isto é, ha uma bola com 8 ® duas bolas com &4, 4 bolas
com o 1 2, e assim por diante, até 32 bolas com 6.Ma urnad ha 2°* bolas
com o nlmerd, isto é, ha 32 bolas com 8 ®, 16 bolas com o°rl, 8 bolas com
o r’ 2, e assim por diante, até uma bola coni 6.rUma dessas urnas, escolhida
ao acaso, é entregue a um estatistico, que deideraecé a urné ou se é a urna
B, retirando, ao acaso, uma Unica bola da urna.eBpecifica a hipotese da
nulidade como
H, :trata-se da urna
e a hipotese alternativa como

H , :trata-se da urn@
O estatistico decide, também; que a regra de adesea rejeita , (em favor
de H,) se a bola retirada da urna apresentar numero rmémoque 3.

Determine: (a) o nivel de significancia do testa; & probabilidade ) de

cometer erro tipo Il; (c) o poder do teste.
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Refaca o problema considerando, agora, que a degdecisao e rejeitan | se

o numero X) marcado na bola retirada for menor ou igual a 1.

1.5. Temos duas urnas, aparentemente idénticas, corl&s o interior de cada uma.
Na urnaA ha uma bola com o°®, duas bolas com &1, 3 bolas com 0%2, e
assim por diante, até 10 bolas conf@®nNa urnaB ha 1 bola com 0%®, 2 bolas
com o 11 8, 3 bolas com 0%V, e assim por diante, até 10 bolas coni 8.iUma
dessas urnas, escolhida ao acaso, é entregue statfstieo, que deve decidir se é
a urnaA ou se € a urnB examinando uma Unica bola retirada da urna, asoaca
Ele especifica a hipétese da nulidade como

H, :trata-se da urna

e a hipdtese alternativa como
H , :trata-se da urn@

O estatistico adota a seguinte regra de decisigttared , (em favor deH ,) se
a bola retirada da urna apresentar nimero menguel®. Determine:
a) o nivel de significancia do teste
b) a probabilidadef) de cometer erro tipo Il
c) o poder do teste.
Refaga o problema considerando, agora, que a degdecisdo e rejeitaq ; se

0 numero marcado na bola retirada for menor ou gda

1.6. Temos dois tetraedros regulares de material honeag&sym deles tem uma face
azul e trés faces brancas. O outro tem trés fang@s a uma branca. Uma pessoa
pega, ao acaso, um desses tetraedros e ofarezes. SejX o nimero de vezes
em gue o resultado foi “face azul’. Com base nmwvde X devemos testar a
hipétese

H, :“foi utilizado o tetraedro com uma face azul”
contra a hipotese alternativa

H , :“foi utilizado o tetraedro com trés faces azuis”

Sejaa o nivel de significancia do teste e s@ja probabilidade de cometer erro

tipo 1.
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1.1

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

a) Considerando as diferentes regras de decisdo,ufagatabela e um grafico
mostrando com@ varia em funcéo de paran = 3.

b) Qual é o nivel de significancia para um teste oowrb, mantend@ = a?

Respostas

E(X) =35, V(X) :% = 29167, E(Y) =350 eV(Y) :LGSO: 29167

E(X) =2, E(Y)=5,6,V(X)=0,6 ,V(Y) =3,84, covX Y) = 0. As variaveiX e

Y nao sao independentes.

a)Nao Db)E(X)=4 eE(Y)=5 b) V(X)=2,4 eV(Y)=0,6

c)cov X,Y)=0,8 ep=0,667.

Para a regra de decisao “Rejeitdf, seX < 3" obtemosa = 7/63 = 1/9 = 0,111,

B=19=0,111e 1 5=8/9=0,889
Para a regra de deciséo “Rejeitdy seX < 1” obtemosa = 3/63 = 1/21 = 0,0476,

B=15/63 =5/21=0,238 ¢ 18=16/21 =0,762.
RejeitarH, se nimero < 5o =3/11,4=3/11e 1-8=8/11.

RejeitarH, se nimer& 3: a = 2/11,5=21/55e 1 -8= 34/55.

a) Regra de decisao:

rejeitarH,: p= 1/4se a B
X=0 (sempre) 1 0
X=1 37/64 1/64
X=2 10/64 10/64
X=3 1/64 37/64
X> 3 (nunca) 0 1
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2. REGRESSAO LINEAR SIMPLES

2.1. O modelo estatistico de uma regressao linear  simples

Dadosn pares de valores de duas variavets, Y, (comi=1, 2, ..,n), se

admitirmos queY é funcéo linear d&, podemos estabelecer uma regresséo linear

simples, cujo modelo estatistico
Y, =a+pX; +u;

ondea e 5 séo parametroX € a variavel explanatéria¥eé a variavel dependente.

O coeficiente angular da retg) (€ também denominado coeficiente de regressao
e o coeficiente linear da reta)( € também conhecido como termo constante da &quac
de regresséo.

A andlise de regressdo também pode ser aplicadalagdes nao-lineares.
Inicialmente, estudaremos apenas 0 caso da retamds adiante o caso das relacbes

nao-lineares.
Ao estabelecer o modelo de regresséo linear sigmiessupomos que:
)] Arelacdo entr&X eY € linear.
1)) Os valores d& séo fixos, isto €X ndo é uma variavel aleatoria.

1) A média do erro é nula, isto E(u,) = . 0

IV)  Para um dado valor dX, a varidncia do errau é sempreo?,

denominada variancia residual, isto &,
Eu’) =0’
ou
E[Y, —E(Y, [ X)]* =0°

Dizemos, entéo, que o erro é homocedastico ouamest homocedasticia (do
erro ou da variavel dependente).

V) O erro de uma observacdo é nao-correlacionado camooem outra

observacao, isto &(uu;) =0 parai #].
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VI)  Os erros tém distribuicdo normal.

Combinando as pressuposic¢es lll, IV e VI, temas qu
u ~N(0,0°%)

Devemos, ainda, verificar se 0 numero de obsergagd@poniveis € maior do
gue o numero de parametros da equacao de regressaajustar uma regressao linear
simples precisamos ter, no minimo, 3 observac@esolispomos de 2 observagdes (2
pontos), a determinacdo da reta € um problema cmeajda analitica; ndo € possivel,
neste caso, fazer nenhuma analise estatistica.

Veremos adiante que as pressuposicdes |, Il eAdlrsecesséarias para que se
possa demonstrar que as estimativas dos paranodtidas pelo método dos minimos

quadrados sdo ndo-tendenciosas ou imparciais,isfioe

E(a)=a

E(b) =4

ondea e b sdo as estimativas de minimos quadradag €g, respectivamente.

Veremos também que, com base nas cinco primeieasygosicoes, € possivel
demonstrar que as estimativas dos parametros sbpdib método dos minimos
quadrados sao estimativas lineares nao-tendenaeszsiancia minima.

E interessante assinalar que a pressuposicdo llénda verdade, essencial.
Veremos, no fim deste capitulo, que em certas ¢bedj seX for uma variavel
aleatéria, os resultados obtidos pressupondo qualoges deX sao fixos continuam
validos. Entretanto, tendo em vista a simplicidatdes demonstracbes de varios
teoremas, essa pressuposicdo sera adotada durerd®réa das secdes do capitulo.
Devemos observar que, se os pares de vakre¥, (comi =1, 2, ...n) foram obtidos
experimentalmente & é uma varidvel controlada (fixada) pelo pesquisa@o
pressuposicao Il é valida.

A pressuposicao Il exclui, por exemplo, a exisi&rae erros sistematicos de

medida da variaveY.
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Quando nédo é razoavel supor que 0s erros sdo hdastio®s (pressuposicao
IV), isto é, quando existe heterocedasticia, dewentdizar o0 método dos minimos
guadrados ponderados, que sera examinado no cepitul

Na figura 2.1 esta representado o modelo estatisiicuma regressédo linear
simples, considerando as pressuposicoes de | aA$Vpressuposicdes I, 1l e Il

permitem escrever
E(Y,)=a+pBX|,

ou seja, as médias das distribuicbes Y¢X estdo sobre a retar+pBX. A

pressuposicao IV corresponde, na figura 2.1, o twoas distribuicdes d¥ para

diferentes valores d¢ apresentarem todas a mesma dispersao.

S(u) ou f(Y]X)

Figura 2.1 Representacdo do modelo estatistico de uma s@gréeear simples.

Se os pares de valoré§, Y, foram obtidos através de amostragem aleatoria de

uma populacgéo infinita, fica garantida a indepen@émentre observagfes. Se, além

disso, a esperanca do erro € igual a zero, teropns, £,
E(uu;)=E(u;)E(,;)=0

Entretanto, a pressuposi¢cao V geralmente ndo éeolsedquando trabalhamos
com séries cronologicas de dados. Dizemos, ent@&oh§ autocorrelacdo nos residuos.

Temos autocorrelagéo positiva se(uu,,)> € autocorrelagdo negativa se
E(uu,,,) <0. No capitulo7 veremos os métodos que podem ser utilizados quaédo

autocorrelacdo nos residuos.
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A pressuposicao VI é necessaria para que possditiparias distribuicbes de
e deF para testar hipéteses a respeito dos valoresatémptros ou construir intervalos
de confianca. Em alguns casos, é possivel justiésaa pressuposicdo com base no
teorema do limite central. Esse teorema, na susdgemais geral, estabelece que a
soma de um grande numero de varidveis aleatOrdepé@mdentes tem distribuicdo
aproximadamente normal, desde que nenhuma delsi@®inante. Vimos que o erro

(u;) do modelo estatistico de uma regressdo linear pedelevido a influéncia de

todas as variaveis que afetam a variavel dependerfee nao foram incluidas no
modelo. Uma vez que as variaveis que ndo foramidenaglas devem ser as menos
importantes, seus efeitos devem ser todos relaimtrpequenos. Considerando que o
namero de fatores que podem afetar certa varidepérilente é bastante grande, e
desde que seus efeitos sejam aditivos e indepasjgddemos concluir, com base no
teorema do limite central, que o erro residual teistribuicdo aproximadamente

normal.

2.2. Estimativa dos parametros

O primeiro passo, na analise de regresséo, € abtastimativaga e b dos
parametrosa e [ da regressdo. Os valores dessas estimativas @aidos a partir de
uma amostra da pares de valoreX,, Y, (comi =1, 2, ...,n), que correspondemra

pontos num grafico.

Obtemos, entao
Y, =a+hbX,

onde\?i , aeb sdo, respectivamente estimativaskly;) =a + X, aep.

Para cada par de valorés, Y, podemos estabelecer o desvio

& =Y, -Y, =Y, -(a+bX,)

O meétodo dos minimos quadrados consiste em adotap @stimativas dos

parametros os valores que minimizam a soma dosap@sidos desvios

Z

> e? = Y[Y, ~(a+bX,)]’

n n
i=1 i=1
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A funcdoZ tera minimo quando suas derivadas parciais erpaelaa e b forem

nulas:
a—Z:—zz[\(i -(a+bX,)]=0 (2.1)
da
%2 = 23Y, - (a+bX )] (-X,) =0 (22)

Por se tratar de uma soma de quadrados de desvipsnto extremo sera
necessariamente um ponto de minimo da funcdo. Foenée, pode-se verificar que as

condicOes de segunda ordem para minimo séo stssfei

Simplificando as equacdes (2.1) e (2.2), cheganwsistema desquacdes
normais

na+b2 X, =X, (2.3)
aY X, +hX X2 =Y XY, (2.4)

Resolvendo o sistema, obtemos:

= EXHEY) - (Z X)X XY)
N X*) - (X X)*

b= NZXY-(ZX)(ZY)
ny X2-(X X)?

Note que, por simplicidade, omitimos o indice. Pagrmos explicitos

n
deveriamos escrever, por exempE,Xi , onde escrevemos, simplesmeriex .
i=1

Na pratica determinamdsem primeiro lugar e da equacao (2.3) obtemos

ou
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E facil verificar que a férmula para o célculo lm@ode ser escrita de diversos

modos, quais sejam:

_EXEY)
_nExy-ExyEy) 2T
nY X% - (T X)? s x2 - (EX)°
n

_X(X=X)(Y-Y) _E(X=X)Y _
(X - X)? >(X = X)?

:ZX(Y—V):ny:ZxY:ZXy
Y(X-X)2 Tx? Ix? Yx?

onde

2 X ,VZZY, x=X-X ey=Y-Y
n n

X =

Assinalemos duas relacdes bastante Uteis que pederabtidas a partir das

equacoes (2.1) e (2.2). Lembrando que
Y, -(a+bX,) =Y -Y, =e, tais equacdes ficam:

>Ye =0 (2.5)

Y X,e =0 (2.6)
Temos, também, que
)y \A(ei =2(a+bX)e =aXe +bX X, e
De acordo com (2.5) e (2.6), concluimos que
¥ Ve =0 (2.7)

As relacdes (2.5), (2.6) e (2.7) mostram, respactante, que
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a) a soma dos desvios é igual a zero,

b) a soma dos produtos dos desvios pelos corresp@sdealores da variavel
independente é igual a zero, e

c) a soma dos produtos dos desvios pelos respectaioses estimados da

varidvel dependente é igual a zero.

Estas relagdes podem ser utilizadas para verifssaras estimativas dos
parametros foram corretamente calculadas e parnficaero efeito dos erros de

arredondamento.

ComoY, :\?i +¢, de (2.5) concluimos que

n_n

=Y, (2.8)

isto é, a média dos valores observado¥ degual a média dos valores estimado¥.de

2.3. O modelo simplificado e um exemplo numeérico

Uma simplificac@o conveniente dos calculos é obgidando usamos a variavel

centradax, = X, - X . Na representagdo gréfica, isso corresponde artamaédia da

variavel X, como origem do eixo das abcissas. Nesse casogelmestatistico fica
Y = A+ B +u,
Representando po@s a estimativa de minimos quadrados do paranfettemos
Y, = A+bx +e

Como 2 x; = 0 as equacdes normais ficam

nA =YY
bY x* =X xY,

Donde

Ty
n

A==2=Y
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:ZXY

b
> x?

Entdo a reta de regressao estimada €

N

Y, =Y +bx
ou
Y, =bx (2.9)
onde
g =Y, =Y

Temos
Y Ye =X(Y,-Y)g =X Ye -V e
Lembrando (2.5) e (2.7) concluimos que
> Ve =0 (2.10)
Para exemplificar, consideremos a amostra de 1€spde valoresX,, Y, da

tabela 2.1, representados graficamente na fig@ra 2.

TABELA 2.1. Valores deX; eY; (i =1, ..., 10)

X Y X Y
0 3 3 4
1 2 4 7
1 3 5 6
2 5 5 7
3 4 6 9

Os numeros apresentados séo artificiais e foramlledos de maneira a
simplificar os céalculos. O estudante de econom@epmaginar, por exemplo, qitee o
custo total de producdo correspondente a quantigeattuzidaX, para empresas de
certa industria; esse estudante podera verificar gaste casqy representa o custo
fixo (custo existente mesmo quanda 0) e/ representa o custo marginal. Tambéem é

possivel imaginar qu¥ é a quantidade de algum produto oferecida em osgtoado, e
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X € 0 respectivo preco, ou ainda, ué o logaritmo do consumo semanal de carne de
uma familia eX € o logaritmo da renda mensal dessa familia.
Sdo dados, a seguir, os resultados de alguns asléodermediarios para a

obtencéo das estimativa® b.

>X =30, X=3
> X?2=126

2
Zx2=2x2—(z::) =126-90=36
>Y=50, Y=5
> XY =186
ny=ZXY—(ZLn(ZY):186—15O:36

Destes resultados obtemos

T t T T T Y Y T T X
01 2 3 4 5 6 7 8 9
Figura 2.2. Representacdo grafica dos pares de valores dataldel a reta

ajustada(Y = a+bX) e a reta verdadeif&E(Y) = a + 5X] .

A reta de regressao estimada &

A

Y =5+x
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ou

A

Y=2+X

2.4. Demonstracdo de que os estimadores de minimos  quadrados sdo

estimadores lineares nao-tendenciosos

> xY

X2

Demonstraremos, inicialmente, quéd = € um estimador linear nao-

tendencioso dg.

Temos que

Y X
b:z)ﬂ2 = X12Y1+ X22Y2+...+ Y,

Uma vez que os valores d¢, sdo fixos, de acordo com a pressuposigéo I,

) , . ) L
S sdo, também, valores fixos. Entb@& uma combinagéo linear dos valoresyfle
X

Como

Y, =a+ X, +u;,

obtemos

b:zixiZZxi (a+pBX, +u) =

2 (azxi +L2X X, +2 X ui)

> X

ComoXx =0eXx’=Xx X,

LEXU

b=
B >

(2.11)

Lembrando que, de acordo com a pressuposi¢cag(li,) = , obmos
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E(b) =45

XY
2 X;

isto é,b= € um estimador ndo-tendenciosos ou imparci#. de

Demonstraremos, agora, que
a=Y -bX

€ um estimador linear ndo-tendenciosogrde

Temos que

oo LY S TxY (1 X
=Y-bX == -X =y =~
2 b n > x? z(n foJ

Y,

Essa Ultima expresséo mostra gueuma fungéo linear dos valoresje

Como
Y, =a+BX, +u;,
obtemos
a:Z(E— X)(iZJ(caf+,5’)(i +u,) =
n XX
_ o aXEX X L XEXX 1 X
=a o +[3 . B > +Z[n ZXiZJUi

e, comoX x, = 0e X xZ =X x X,

a:a+2(£— X% Jui

n >x’

Lembrando queE(u;) = Pobtemos
E(@)=a

isto é,a=Y —bX é um estimador ndo-tendenciosoale

(2.12)
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2.5. Variancias e covariancias das estimativas dos parametros

Determinaremos, inicialmente, a expressao da v@aaleb.

Como E(b) = B, por definicdo temos
V(b)=E(b-p)* (2.13)

De (2.11), obtemos
2 X U
> x?
Substituindo esse resultado em (2.13), obtemos
E(E xu;)*
(X x7)*

b-B=

V(b) =

Mas

E(X xu,)? = E(xU; +X,U, +...+X,U,)* =
= EOQUY +3U; +...+ XUZ +2 X XU, +
o+ 2x X uu, +.0) =
=x{o? +x;o? +...+xio? =

=0’ Y X} (2.14)

uma vez que, de acordo com as pressuposicoes |VE§W) =o’e E(uu;) =0, para
i Z].

Entao

_0.2 ZXiZ _ 0_2

oo (2.15)

V(b)

Determinemos, a seguir, a varianciaade

De (2.12) segue-se que

51X
a a—Z(n inZJUi
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Entao

V(a)=E(a-a)" = EHE— X H
n >x

Lembrando queE(u?) =o’e E(u, u;) =0, parai # j, podemos obter

(1% ),
o= -] o

=Zi+ X2xZ2 2% o2 =
n®> (Ix?)? nXx’

v 2
= {% + ;xz Jaz (2.16)
Notando que
2
Y X2 =Y X2 _@A:zxf —nX 2
n
também podemos obter

2

V(a) = nZZX);z o? (2.17)

Antes de deduzir a expressdo da covariancia enteeb, determinemos as
variancias e covariancias das estimativas dos pdrési do modelo simplificado

analisado na se¢c&o3. Vimos ali que essas estimativas séo

A:V e b:Z_XZY
> X

Temos que

g XY _(@+pX +u)
n

= =a+[X+U
n

ondel = (Zu,)/n
Como E(u) =0, podemos escrever
E(Y)=a+pBX
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Entao, é facil verificar que

Y-EY)=u, (2.18)
donde obtemos
>u )
VYY) =E[Y -EY)]* =E®W?) = E(—j
n
e, finalmente,
2 2
vy =22 =2 (2.19)
n n
Determinemos agora a covariancia enfreb
cov(Y,b) = E[Y —E(Y)](b- B)
Considerando (2.11) e (2.18), obtemos
. 2 xu EQu X xu,)
cov(Y,b)=E| U - = : ==
.0 ( > x? j ny x>
_ By U, U ) (KU + XU, o+ XU)
ny. x*
CE[x (U Fugu, + LU ) X (U, Ul UL ) ]
nYy x?
Lembrando queE(u?) =o’e E(u, u;) =0, parai # j, segue-se que
2
cov.by =2 =% = (2.20)

ny x*

Determinemos, finalmente, a covariancia eated.

Comoa=Y -bX , temos, de acordo com as propriedades da coviridadas
na secad.5, que

cov(a,b) = cov(Y,b) - XV (b)

Considerando (2.15) e (2.20), obtemos
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Xo?
x?

cov(@,b) =- (2.21)

2.6. Demonstracdo de que b é um estimador linear ndo-tendencioso de

variancia minima
Consideremos um estimador linear qualquef,de
B=X¢Y,

Para que esse estimador seja ndo-tendencioso,éjsfmara que tenhamos

E(B) = 5, as constanteg, devem ter certas propriedades, que serdo deduaidas

sequir.
Temos
B=XqY=

=2¢(a+pBX +u) =
=aXc +Brc X +Xgy, (2.22)

Lembrando queéE(u;) = Ppodemos escrever

E(B)=aXc +BXLcX

Para termo<(B) = B, necessariamente

Sc =0 (2.23)
e
Yc X, =1 (2.24)
Nestas condicdes e de acordo com (2.22), temos que
B=B+Xqy
ou
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B-BS=2qu
Entao,
V(B)=E(B-p)* =E(Zqu;)’
Lembrando queE(u*) = o e E(yu;) =0 parai #j, obtemos
V(B)=0%Xc?

Nosso problema é determinar os valorescdejue minimizemV (B), ou seja,
que minimizemy c?, sujeitos as condi¢bes (2.23) e (2.24). Aplicandmétodo do

multiplicador de Lagrange, definimos a fungao
F=XYc’-AXc -6(Zc X, -1
No ponto de minimo condicionado devemos ter

a—F:ZCi -A-6X, =0 (2.25)
oc

parai =1, 2,..n
Somando essasigualdades obtemos

22c —-nA-60xX X, =0

Pela condicao (2.23) segue-se que
A+6X =0
Adicionando essa igualdade a cada uma das relagd€8.25) obtemos

2c, —6(X, -X)=0

C :gxi ,parai=1,2,..n (2.26)
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Multiplicando cada uma dessas relagdes pelo raspaalor de X, e somando,

obtemos
6 7,
cX =— X =23 %2
Z 1 1 szl I 22 1

Lembrando a condicdo (2.24), segue-se que

6
1=— X.2
2Z '
ou
g_ 1
2 XX

Substituindo esse resultado em (2.26), obtemos

X; .
G :—Iz ,1=1,2,...n
X
Concluimos entdo que o estimador linear ndo-tendsmale variancia minima

que procuramos é

2 XY,

B= Y =
ZQ| inz

que € o estimador de minimos quadrados.

Demonstracdo analoga pode ser feita em relacatindaésa do parametrar.
Concluimos, entdo, que os estimadores dos paré&radraoma regressao linear simples,
obtidos pelo método dos minimos quadrados, sama&dtires lineares ndo-tendenciosos
de variancia minima. Esse é um caso particulaedeia de Gauss-Markov. Note que
esse resultado depende de certas pressuposicoespeaits do erro do modelo

(pressuposicoes Il a V).

2.7. Decomposi¢cao da soma de quadrados total

Demonstraremos que
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ou

Yyi=Xel+X§7,

isto é, que a soma de quadrados total (S.Q.Toigl)a a soma de quadrados residual

(S.Q.Res.), também chamada soma de quadrados defgjemais a soma de

quadrados da regressao (S.Q.Reqgr.).

ou

Partimos da identidade

Y =& +Y,
Elevando ao quadrado e somando, obtemos
Yyr=Yel +X ¥ +2Y e
Lembrando (2.10), concluimos que
Yy2=Ye?+3 §? (2.27)

Essa relacdo mostra que a variacdo dos valoreé eta torno da sua média

(X y?) pode ser dividida em duas partes: ughay’) que é “explicada” pela regresséo

e outra (X e*)devida ao fato de que nem todos os pontos estde sobeta de

regressao, que € a parte nao “explicada” pelassgoe Ccoeficiente de determinacao

definido por

.2 _S.QRegr_ X
S.Q.Total Yy*°

indica a proporcdo da variacdo deque é “explicada” pela regressdo. Note que

0<r?<1.
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Se estamos interessados em estimar valoreg aeartir de valores d¥, a

regressao sera tanto mais Gtil quanto mais progienom estiver o valor de’ .

Verificamos, facilmente, que

~2 2 2
2 _ LY — b2 X (XX (2.28)

CTy? Xyt ExXA)EYY)

r

e que

(X xy)?

S.Q.Regr=>9y* =b*Yx* =bX xy= %
X

Vamos, agora, verificar a decomposi¢cdo da somauddrgdos total e calcular o
valor do coeficiente de determinacéo para o exermplesentado anteriormente.
Da tabela 2.1 obtemos

_XY)?
n

S.Q.Tota=Y y* =Y Y? =294-250= 44

S.Q.Regr=b> xy =36
S.Q.Res=S.Q.Total-S.Q.Regr=44-36=8
Esta é a maneira usual de obter os valores daasvewmas de quadrados. Para

que o aluno compreenda melhor o que esta sendo ¥ainos calcular a S.Q.Regr. e a

S.Q.Res. diretamente da sua definicdo; para issoisamos obter, inicialmente, os
valores de\?i ee =Y, —\?i, apresentados na tabela 2.2.

As relagbes (2.5), (2.6), (2.7) e (2.10), deduzidateriormente, que sao
Ye =0, YXe=0, XYe=0 e Y ye =0, sdo faciimente verificadas neste
exemplo.

Como a soma dos desvios é nula, a média aritmdaeio%l ¢ Y =5. Obtidos os
valores ¥, =Y, -Y, calculamos
S.Q.Regr=Y y? =36,

gue € o mesmo valor obtido anteriormente, pelaesgaio

S.Q.Regr=b} xy

62



TABELA 2.2. Valores deX,,Y,,Y,, ¥, ee
X Y, Y, =2+X Y & =Y -Y,
0 3 2 -3 +1
1 2 3 -2 -1
1 3 3 -2 0
2 5 4 -1 +1
3 4 5 0 -1
3 4 5 0 -1
4 7 6 +1 +1
5 6 7 +2 -1
5 7 7 +2 0
6 9 8 +3 +1

O valor da soma de quadrados residual, obtidoiantente por diferenca, pode

agora ser obtido diretamente:
S.Q.Res=XY¢e’ =8

O leitor pode verificar que aplicando qualquer udas formulas de (2.28) o

valor do coeficiente de determinag&o obtido é

2=

= 0818 ou 81,8%
11

2.8. Esperancas das somas de quadrados

Vejamos, inicialmente, a esperanca da soma de ageslide regressao.

Temos

Y =a+ pBX; +y,

Y=a+pX+0U

Subtraindo esta equacao da anterior, obtemos

y = B +u -0 (2.29)
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Sabemos que

2
S.Q.Regr=bX xy, = (Z>§—y2.)
XX
Aplicando esperanga temos
2
E(S.Q.Regh.= E@# (2.30)
%
De (2.29) podemos obter
ZXY, =B XU —UEX = fEX +E XU
Entao
03 Xyi)z = ﬁz(zxiz)z +(X )ﬁui)z +2ﬁzxi22 X U;
Aplicando esperancga, vem
|E(Z>§Yi)2 =B*(Z Xi2)2 +022Xi2 (2.31)
Substituindo esse resultado em (2.30), obtemos
E(S.Q.Regn = B*Xx’ +0° (2.32)
Determinemos, a seguir, a esperanca da soma deadqoadotal.
Ja vimos que
S.Q.Total=Y y?
Considerando (2.29), segue-se que
S.Q.Total=X(fBx +u, ) =
= Z[,Bzxi2 + (U, _U)z +28% (U, —U)] =
= ,Bzzxiz +2.(u _U)Z F2BL XU —2B0L %=
= lgzzxiz + 2y, -0)? +2B2 XU,
Donde
E(S.Q.Tota) = BZ X %7 + E[X(u; —U)?] (2.33)
Mas

2(u, _U)z = Z(ui2 +0° —-2uU) =
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Entao

E[X(u, -0)?] =no? -9 = (n-10?

Substituindo esse resultado em (2.33) obtemos

E(S.Q.Tota) = B* X x> +(n-Do? (2.34)
Resta determinar a esperanca da soma de quadestthsat.
Como
S.Q.Res. = S.Q.Total — S.Q.Regqr.,
temos
E(S.Q.Res.) = E(S.Q.Total) — E(S.Q.Regqr.)

De acordo com (2.32) e (2.34) segue-se que

E(S.Q.Res.) {n-2)o* (2.35)

2.9. Andlise de variancia da regresséo

Os valores das esperancas das somas de quadradozidds no item anterior,
justificam que se associe as somas de quadradbsdetregressao e residuat 1, 1 e
n-2 graus de liberdade, respectivamente.

Por definicdo, os quadrados médios sdo obtidosdidild as somas de
quadrados pelos respectivos graus de liberdade.

Entdo, para o caso de uma regressao linear sinighess

Q.M.Regr.=SQ.Regr.

O.M.Res= SQ.Res.
o " n-2

Lembrando (2.32) e (2.35), obtemos
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E(Q.M.Regr.)= B? Y x* +0?

E(Q.M.Res.)=0*

De posse destes resultados, podemos conduzir dseardd varidncia da

regressao linear simples, conforme o esquema geguin

Analise da Variancia

Causas de Graus de Somas de Quadrados Médios
Variagéo Liberdade Quadrados

Regressao 1 bX xy, bX xvy,
Residuo n-2 Ly -bIxy (XY -bIxy)/(n-2)
Total n-1 > y?

Considerando as diferentes amostras aleatOriagnd@nhon que poderiam ser
obtidas a partir da populagdo de pares de valoe¥)( e sendo verdadeiras as 6

pressuposicdes dada na se2dpconcluimos que:

a) 0 Q.M.Res. é uma estimativa ndo-tendenciosa danasi do errqo? )
b) o Q.M.Regr. é, em média, igual a essa mesma vaidesidual(c® )somada
ao produto deX x* pelo quadrado do parametfd E claro que s¢8 = 0, 0

Q.M.Regr. é, em média, iguala’
N&o faremos aqui, mas pode-se demonstrar que, seras tém distribuicdo

normal e sg8 =0, o cociente

F= Q.M.Regqr.
Q.M.Res.

tem distribuicdo d& com 1 en — 2 graus de liberdade.

Entéo, para testar a hipotese

H,: =0,
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ao nivel de significancia adotado, podemos utilizaaestatistica-. Nesse caso, o
procedimento consiste em rejeitdy, para todd= maior ou igual aoF critico, com 1 e
n— 2 graus de liberdade, relativo ao nivel de §itfiicia adotado.

Note que, se essa hipétese é verdadeira, tantdMdr@gr. como o Q.M.Res.
sdo, em média, iguais @ e o valor deF tende a 1. ParaB3#0 teremos
E(Q.M.Regr.)> E(Q.M.Res.), e 0 valor dé- tende a ser superior a 1.

Para ilustrar a aplicacdo desses conceitos, voteangonsiderar o exemplo
numeérico da tabela 2.1. Para este exemplo, obtemseguinte tabela de analise da

variancia:

Anélise da Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 1 36 36 36
Residuo 8 8 1
Total 9 44

Ao nivel de significancia de 5% e para 1 e 8 giaisiberdade, o valor critico
deF é 5,32 (ver tabela de valores criticodleO valor deF calculado, sendo superior
ao valor critico, é significativo ao nivel de 5%orSeqglientemente, rejeitamos a
hipétese H, : = 0em favor da hipotese alternativid, : 5#0, a esse nivel de
significancia.

Um bom programa de analise de regresséo para cadgoualém de calcular o
valor deF, apresenta, ao lado, a probabilidade de, naluistdo tedrica, ocorrer um
valor deF maior do que o calculado. Trata-se da probabiidassociada a cauda da
distribuicdo, acima do valor calculado. Parece amdo denomina-la probabilidade
caudal do testé.Conhecendo essa probabilidade caudal, para saberesultado do
teste € ou néo significativo, basta compara-lo conivel de significancia adotado. O
resultado é significativo sempre que a probabikdealidal for igual ou menor do que o
nivel de significancia. Torna-se desnecessaricgogrdbter o valor critico da tabela
apropriada. Para o exemplo numérico apresentadopnoputador informa que a

probabilidade caudal associada ao valor 36, nailigtdo deF com 1 e 8 graus de

“ Nos textos em inglés essa probabilidade é dendimit@value”, o que tem sido traduzido por “valor-

”

p.
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liberdade, € 0,0003. O valor calculado é, portasignificativo ao nivel de 5% (é
significativo mesmo que tivesse sido adotado urelrde significancia de 0,1%).

2.10. O coeficiente de determinacao corrigido para  graus de liberdade e o

coeficiente de variagao

Na se¢d®.7 vimos que o coeficiente de determinacdo € umadaetiescritiva
da qualidade do ajustamento obtido. Entretant@lorvdo coeficiente de determinacéo
depende do numero de observacdes da amostra, dendesrescer quandodiminui;
no limite, paran — 2, teriamos sempne’ =1, pois dois pontos determinam uma reta e
os desvios sao, portanto, nulos. Veremos a segmipcnuma tentativa de superar esse
inconveniente, é definido o coeficiente de deteagéo corrigido para graus de

liberdade, indicado por?. Sabemos que

_ S.Q.Regr.= S.Q.Res.
S.Q.Total S.Q.Total

1-r2=1

Considerando o numero de graus de liberdade adso@aS.Q.Res. e a

S.Q.Total, o coeficiente de determinacéo corrigidiefinido por

EZ(S.Q.ReS.) n-1
1-72 = ”1 = 2(1—r2) (2.36)
—~ (S.Q.Total) '~
n-1
ou
I’_2 :I‘Z—rlz(l—rz) (237)

Excluindo o caso em que&® =1, temosi 2 <r?. Note quer® pode ser negativo.
Um outro indicador da qualidade do ajustamentodob# o coeficiente de

variacao, definido por

cvV =2, (2.38)

<l »

onde s=,/QM Res.. O coeficiente de variacdo mede a dispersédo velatias

observacgdes, porque, por defini¢cdo, é o cociertte amedida da dispersdo dos pontos
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em torno da retas) e o valor médio da variavel dependefYd. O resultado é tanto

melhor quanto menor for o coeficiente de variacao.
Veja o exercicio 2.23 para uma analise comparatbsavalores do coeficiente
de determinacéo e do coeficiente de variacao, eimsvéasos.

2.11. Estimativas das variancias das estimativas d  0s parametros, teste de
hipGteses a respeito dos parametros e respectivos i ntervalos de

confianga

Na seca@.5deduzimos que

0.2

> x?

V(b) =

e que

v 2
V(a) = 1.X ~lo?
n >x
As respectivas estimativas sdo obtidas substituméoor s> = Q.M.Res, ou
seja,

SZ

V(b) = s%(b) = (2.39)

2
i

Y 2 1 X? 2
V@=s(@=|=-+==1s (2.40)
n >x
As estimativas dos desvios padrd€a) e s(b) sdo obtidas extraindo a raiz
guadrada das respectivas estimativas de variancia.
Demonstra-se que, sendo validas as seis presstogpsapresentadas na secao
2.1, inclusive a que estabelece a normalidade daildigtéo dos erros, entdo os
cocientes
a-a

_b-p _a-a
t(b) = <) e t(a) <)
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tém distribuicdo decomn — 2 graus de liberdade.
Vamos indicar algumas das etapas da demonstracéasoodd(b). De (2.11),

obtemos

—g=3 5 |
b-p8 Z(foju"

mostrando queb— £ € uma combinagéo linear das. Se os erros tém distribuicio
normal com média zero, segue-se huel também tem distribuicdo normal com média

zero. Indicando o desvio padrdoldpor g, = ,/V(b) , conclui-se que

tem distribuicdo normal reduzida.

O numero de graus de liberdade associadigb)aleve ser relacionado com o
fato de s(b) ser obtido a partir do quadrado médio residualg, gconforme
demonstramos, tem— 2 graus de liberdade.

Os valoreg(b) et(a) podem ser utilizados para testar hipéteses smbralores
dos parametros, como ilustraremos a seguir com hasexemplo numérico que
estamos desenvolvendo.

Calculemos, inicialmente, as estimativas das veiagrdeb e dea.

~ s? 1

Vib)=—— =—

(®) >x* 36

- 1. X? 1.9

V(@) =|=+ s =—+—=035
®) (n foj 10736

As estimativas dos desvios padrbes séo

1
)=

qa) =035

Para testar a hipotedd, : 5= , Gontra a hipotese alternatiid, : 5 #0, ao

nivel de significancia de 5%, calculamos
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1-0
th)=—+-=6
(b) 1/6
Para um teste bilateral, o valor criticotd®m 8 graus de liberdade, ao nivel de
significancia de 5%, é 2,306 (ver tabela de valamdtcos det). Portanto, o valor
calculadot(b) é significativo ao nivel de 5%, ou seja, rejeitan , em favor deH ,, a

esse nivel de significancia.

Note que esse teste é perfeitamente equivalentesé®F feito na andlise de
variancia, uma vez que o valor #ecalculado € igual ao quadrado do valortde
calculado e que o valor critico &e2 igual ao quadrado do valor criticotde

No caso dos testes os programas de computador usualmente fornecem a
probabilidade de o valor tedrico deser,em valor absolutomaior do que o valor
calculado. Trata-se, portanto, de uma probabilidededal apropriada para testes
bilaterais. Se o teste de hipdteses for unilateéalpecessério dividir por 2 a
probabilidade caudal fornecida pelo computador.

Consideremos, agora, que se deseja testar a hapdigsa =3 contra a

hipotese alternativéd , : a <3, ao nivel de significancia de 5%. Para isso catools

t(a) = =-1690

2-3
/035
A regido de rejeicdo para este teste<€—1,860. Como o valor calculado nao
pertence a esse intervalo, ele ndo é significatwoseja, nao rejeitamos, ao nivel de
significancia de 5%, a hipotesd, :a = . 3
Também podem ser obtidos intervalos de confianca pa parametros. Sendo
t, o valor critico d& comn — 2 graus de liberdade e ao nivel de confiangbekcido,

os intervalos de confianga pagf& paraa sao, respectivamente,
b-t,b) <B<b+{sb)
a-ta)<a<a+ga)

Vamos determinar, no exemplo numérico que estamesenyolvendo, o
intervalo de confianca pagdao nivel de confianca de 90%. O valor critica gara 8

graus de liberdade é 1,860. Entdo o intervalo 8é 86 confianca é
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1- 1860% <B<1l+ 1860%

0,69 << 1,31

2.12. Variancia de \?, e intervalo de previsao

Vimos na sec¢ad.3que

=5
I
<
+
o
X

Entéo
V(Y) =V(Y) +xV (b) +2x cov(Y,b)
Considerando (2.15), (2.19) e (2.20), segue-se que

" 2 _2 2 _2
viv)=2 +%9 :[1+ al Jaz (2.41)

n Xx* (n Xx

Donde

V(Y) =s"(Y) =[§+ oo jsz

Podemos estimar o valor decorrespondente a um valor Hegue ndo exista na

amostra. Se reservarmos o indiggara indicar os elementos pertencentes a amostra,

devemos introduzir aqui um outro indid® para indicar outros valores & O novo

valor, X, , pode coincidir ou ndo com um dos valo(&s da)amostra. Temos

Y, =a+bX, =Y +bx

2
V(YAh) =s’ (YAh) = [% + ZX:(_Z JSZ
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Extraindo a raiz quadrada desse valor obtemosraatsta dos desvio padréo de

\?h. Sendot, o valor critico d& comn — 2 graus de liberdade e ao nivel de confianca

estabelecido, o intervalo de confianca pB(&,,) = a + BX,, é
Y, = b Y,) <E(Y,) <Y, + toY,)

Frequentemente, temos interesse em estimar o #alarma nova observagao

(Y,), relativa ao valor deX, da variavel independente, isto €, queremos pr@vetor

da variavel dependente em uma nova observacdo XomX,. O estimador de

Y, =a+ BX, +u, é\?h =a+DbX,. O erro de previséo é
Y, =Y, =(a-a)+(b-B)X, -u,

Dizemos que\?h €@ uma previsdo néo-tendenciosa do valorYgeporque a
esperanca do erro de previsao € igual a zero.iv@ese, também, quEO?h) = E(Y,) .
Note, entretanto, quEO?h) =a+pX, 2Y,.

Para avaliar a precisé&h como previsdo do valor da nova observacéo,
determinamos o intervalo de previsdo, como mostrasea seguir. Note, inicialmente,
que tanto\?h comoY,, séo variaveis aleatorias e que, de acordo corassposicao V,
suas distribuicdes séao independentes. Uma vezpaua,determinado valofX, da

variavel independente, os valoresYtieariam em torno de sua verdadeira média, isto €,

em torno deE(Y, )com varidncias?, a variancia que nos interessa é

2

2 7\ — 1 Xr? 2
o +V(Yh)—(1+ﬁ+z ]0 (2.42)

O intervalo de previséo para a nova observaygpg

1 2 1/2 1 2 1/2
. 5 X
Y, —to| [ 1+ =+ X“Z s?| <Y, <Y, +t,|[l+=+—"_ "

n xx n >x’

O conceito de intervalo de previsédo € analogo aotdevalo de confianca, com

a diferenca de que, enquanto o intervalo de cordisse refere a uma constante (0
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parametrgB, por exemplo), o intervalo de previsdo se refeuena variavel aleatoria (
Y,,, N0 caso).
Consideremos, para exemplificar a aplicacdo def®asulas, os pares de

valores da tabela 2.1. J& vimos que para esses Wad6 eb = 1.

Entao

A

Y, =5+x, (2.43)

O valor critico deg, com 8 graus de liberdade, ao nivel de confiarc@5%6, é
2,306.

Lembrando que, no exemplo numérico que estamosndasendo, n = 10,
> x? =36 e s* =1, verificamos que os limites do intervalo de comfia parakE(Y, )

ao nivel de confianca de 95%, séo dados por
Y, + 2306, — + 1 (2.44)

Os limites do intervalo de previsdo para uma ndseo/acao(Y, )sdo dados

por
5 1 X
Y, + 23061+ o+ 2L (2.45)

Utilizando as expressoes (2.43), (2.44) e (2.4%5)veimos os valores d‘@ e 0s

limites dos intervalos de confianga e de previs@® eptdo na tabela 2.4 e na figura 2.3.
Note que consideramos alguns valores<dera do intervalo para o qual dispiunhamos

de dados, ou seja, estamos fazendo extrapolacao.
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TABELA 2.4 Valores dé?h, limites do intervalo de confianca paEgY, , ap nivel de

confianca de 95%.

X - Intervalo de confianca Intervalo de previséo
h h paraE(Y, ) paray,
0 2 0,64 3,36 -0,68 4,68
1 3 1,94 4,06 0,46 5,54
2 4 3,18 4,82 1,55 6,45
3 5 4,27 5,73 2,58 7,42
4 6 5,18 6,82 3,55 8,45
5 7 5,94 8,06 4,46 9,54
6 8 6,64 9,36 5,32 10,68
7 9 7,30 10,70 6,13 11,87
8 10 7,94 12,06 6,91 13,09
9 11 8,58 13,42 7,66 14,34

A analise da expressao

1 X2 1/2
Y, £ty =+="5| s,
n 2x

que nos da os limites do intervalo de confianga @afY, ), permite afirmar que a

precisdo da estimativa &eé tanto maior quanto:

a) menor fors, isto é, quanto menor for a dispersao dos valobssrvados d¥
em torno da reta de regressao.

b) maior forn

c) maior for X x°, isto é, quanto maior for a dispersdo dos valdeas em torno
da respectiva média.

Podemos entdo concluir que:

a) O numero de observactes (leve ser o maior possivel.

b) Se possivel, devemos escolher valores<dgue conduzem a um elevado
valor para}. x’.
Devemos notar, ainda, que o intervalo de confiaugaenta a medida qu¢, se

afasta deX .
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Figura 2.3. A reta de regressao estimada, o intervalo de augdigarakE(y, )e o

intervalo de previsao parg,.

Ao fazer uma extrapolacdo € necessario considairada, um outro problema,

provavelmente mais sério que o crescimento da audplido intervalo de confianca (e
também do intervalo de previsdo) a medida ¢iese afasta deX . Freqiilentemente o
modelo (linear) ajustado € razoavel para o internvaberto pela amostra, mas é

absolutamente inapropriado para uma extrapolacatguba 2.4 ilustra a questéo. As

observagbes da amostra pertencem ao intervalo emaqelacdo entré&(Y) e X é

aproximadamente linear. Entretanto, se utilizarenosta estimada para prever valores a

direita desse intervalo, os resultados estarabretde “fora do alvo”.
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reta estimada
> 4

E(Y) = f(X)

intervalo em
que estdo as
observacdes
disponiveis

Figura2.4. O perigo da extrapolacdo

2.13. O problema da especificacédo e as fungdes que  se tornam lineares

por anamorfose

Quando aplicamos analise de regressao ao estuegtadao funcional entre duas

variaveis, o problema da especificacdo consistaleterminar a forma matematica da

funcdo que sera ajustada. Podemos escolher, popéxe

) Y =a+pBX
) Y, =ap*
ny Y, =ax’
V)Y, :a+£
X

V) Y, =a+ BX + X7
VI) Y, =a+ fp"

Ondea, S, ye pséo parametros a serem estimados.
A determinagdo da forma matematica da funcdo pedéega de duas formas

diferentes, muitas vezes complementares:
a) utilizando o conhecimento que ten®griori sobre o fenébmenao.
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b) Empregando o conhecimento adquirido pela inspeg&odddos numéricos
disponiveis. E muito util fazer um grafico com oens &, Y e,

eventualmente, graficos com os pontos¥|ry;), (X, InY;) ou (InX;, InY;).

Freqlentemente, ajustamos mais de um modelo ehesto$, com base nos
resultados estatisticos obtidos (coeficientes deerménacdo, quadrados medios
residuais etc.), o modelo que melhor se ajustaladss.

Admitindo um erro aditivo o modelo | fica

Y, =a+ X +u,
que € o modelo estatistico estudado até aqui.

Mostraremos agora que os modelos I, 1l e IV s&englos de modelos néo-
lineares que se transformam em funcdes linearean@morfose, isto €, por substituicao
dos valores de uma ou mais variaveis por funcésssieariaveis.

No caso do modelo Il (fungéo exponencial), admdinch erro multiplicativos,
, obtemos o0 modelo estatistico
Yi = aﬁXI gi
Aplicando logaritmos, obtemos

logY, =loga + X, log B +loge,

Fazendo
log¥, =Z,,
loga = A,
logB=B
e
loge, =u,
temos

Z, = A+BX +u,

que é o modelo estatistico de uma regresséo lanepies deZ, =logY, em relagéo a
X,. Caso o errou, =loge, obedeca as pressuposigfes dadas na secdo 2.igsode
aplicar a amostra de pares de valo¥se Z, os métodos de andlise de regresséo ja
estudados. Obtidas as estimativas dos parametras B é facil determinar as

correspondentes estimativasale dep.
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No caso do modelo Il (funcdo poténcia), conheatitre economistas como
funcéo de Cobb-Douglas, o correspondente modedbissto é
Y, =aX/e
Aplicando logaritmos, obtemos

logY; =loga + Blog X; +loge,

ou
Z, = A+ PV, +y,

onde

Z, =logY;,

A=loga,

V, =log X,
e

u, =logg;

Verificamos que a fungao poténcia corresponde anatelo de regresséo linear
simples nos logaritmos das duas variaveis.
Admitindo um erro aditivo o modelo 1V (hipérbolej drigem ao seguinte

modelo estatistico

Yi :0'+£+Ui
X.

Basta fazer a anamorfose

para obter o modelo de uma regresséao linear simples
Y, =a+ pV, +y

Os métodos de ajustamento dos modelos V e VI sésémadiante. O modelo V
€ ajustado como uma regressdao multipla com duadve#s explanatorias e o modelo

VI sera estudado no capitulo sobre regressao néaarli
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2.14. Estimativa de maxima verossimilhanca

Para determinar as estimativas de maxima vero$singh dos parametrase 5

da regresséao

Y za+ X +u, (2.46)

admitiremos que os errgs;, SAO variaveis aleatérias independentes com médn z

varianciac? e distribuicdo normal, ou seja,
u, n N(,0?)

Ent&o, o valor da densidade de probabilidade peta galory, €

F(Y,) = \/% exp{—

1
202 [Yl - (O’ + /@(1)]2}

Consideremos uma amostrardpares de valoreX,,Y, . Se os valores d¢ séo
fixos e as observacdes sao independentes, a deéegidaprobabilidade de o modelo

(2.46) ter gerado tais valores ¥eé dada por

L(Xy,..., X,;@,B8,0%) =

=[] @) "exi -1 - (a1 | =
- 20
= 2?) exp{— — Z[Y - (a+ﬂxi)]2} (2.47)

Os estimadores de maxima verossimilhancaxdg e o® sdo os valores que
maximizamL(a,8,0° | X,,..., X,), que é a funcdo de verossimilhanca. Uma vez que

a e [ s6 aparecem no expoente negativo de (2.47), domztuque o maximo dessa

funcao corresponde ao minimo de

2IY, = (a + BX)1?

Portanto, as estimativas de maxima verossimilhadgs parametrosy e £
coincidem com as estimativas de minimos quadratiéssle que a distribuicdo dos erros

seja normal.

80



O leitor pode verificar que a estimativa de maxiresssimilhanca de? é

2
52 =28
n

2.15. Andlise de regressao quando X & uma variavel aleatéria
Consideremos o modelo
Y, =a+ BX; +y,
ondeX é uma variavel aleatoria cuja distribuicdo nécedele der, Bou o”.

Vamos manter as pressuposicoes |, Ill, IV, V e ¥adas na secédo 2.1, e

pressupor ainda que os erngssao independentes dos valoresXd&ntéo X; e u, sao

nao-correlacionados, isto &,
E[(X; =4y )u]1=0.

Considerando as distribuigbes condicionais Yogu dosu, ), dadosX,, pode-
se verificar que todos os resultados obtidos sédog desde que interpretados como
condicionados aos valores ¥®bservados.

Entretanto, tais resultados condicionais podem iseatisfatérios para o
problema em estudo. E o caso, por exemplo, de tervalo de confianca paya vélido
apenas para o conjunto dos valoreXadservados.

Devemos salientar, no entanto, que mesmo s&ndma variavel aleatoria, se

forem verdadeiras as pressuposi¢oes enunciadasrfeial que as distribuicbes d&
e u, sejam independentes), € possivel demonstrar gquestosadores de minimos

quadrados s&do ndo-tendenciosos e coincidem com sbiadores de maxima
verossimilhanca. Também se demonstra que os proeaths para a realizacdo de
testes de hipdteses e para a determinacdo deailngme confianca, apresentados na
secdo 2.11, continuam validos. E interessante wptara interpretacdo do intervalo de
95% de confianca pard por exemplo, passa a ser a seguinte: para undegyraimero

de amostras, onde tanto os valoresrdeomo os valores d&; variam de uma amostra

para outra, em aproximadamente 95% dos casosersalds de confianca, obtidos da

maneira indicada na sec¢ao 2.11, conteriam o vaiatadeiro f).
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2.1

2.2.

2.3.

2.4.

Exercicios

E dada uma amostra de 10 pares de valores

X Y
-2 0
-2 0
-1 2
-1 3

0 4

0 4

1 5

1 6

2 8

2 8

Admite-se que as varidvels e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+ pBX, +u, onde osu, sao variaveis aleatérias independentes com

distribuicdo normal de média zero e variangfa

a) Determine as estimativas dos parametros da regrésear.

b) TesteH,: /= 0ao nivel de significancia de 5%.

c) Calcule o coeficiente de determinagéo.

d) Determine a estimativa déparaX = 3 e o respectivo intervalo de confianca

ao nivel de confianca de 95%.

Sejab o coeficiente de regressédo ¥eem relacdo . Sejad o coeficiente de
regressao d& em relacdo &. Sabendo qu& = m+nY, determine a relacéo

existente entre as estimativa de minimos quadmrdelb d.

Demonstre que numa regressdo linear simples o \d#df da analise de
variancia da regressao é igual ao quadrado do @ealdb), relativo a hip6tese da

nulidade 8 =0 (ondep é o coeficiente de regressao).

Admite-se que as variavel e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+ BX, +u, onde osu, sdo variaveis aleatorias independentes com

distribuicdo normal de média zero e variangfa
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2.5.

2.6.

Sdo dados os seguintes valores, obtidos de umatramalgatoria de 14

observacgoes:
2 X, =140 2Y, =728
> X? =1456 Y =39424
2 XY, =7504
a) Determine as estimativas dos parametros da regressdem relacdo X e

0S respectivos desvios padroes.

Calcule o coeficiente de determinagéo da regressao.

Teste a hipoteséH,: = @ontra a hipotese alternativid , : >0, ao

nivel de significancia de 0,5%.

E dada uma amostra de 5 pares de valores:

X Y
3,0
7,5
7,0

11,5

11,0

a b~ wWwN B

Admite-se que as variave¥ e Y estao relacionadas de acordo com o modelo

Y,

=a+ pX, +u, onde osu, sdo variaveis aleatorias independentes com

distribuicdo normal de média zero e variangfa

a)
b)

c)

d)

Determine as estimativas dos parametros da regrésear.

Calcule o coeficiente de determinacdo e faca aisen@le varidncia da
regressédo, considerando o nivel de significancitle

Teste, ao nivel de significancia de 0,5%, a himtdg : 5 =-2 contra a
hipotese alternativéd , : S # —2.

Teste, ao nivel de significancia de 0,5%, a higtdsg :a = 13 contra a

hipotese alternativdd , : a <13.

Determine a estimativa déparaX = 5 e o respectivo intervalo de confianca

ao nivel de confianca de 95%.

S&ao dados os 5 pares de valores:
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Y

2
3
14
15
26

oo N~DNO|IX

ObtemosY. X =20>Y =60, X2 =120YY? =1110e X XY =360

Admite-se que as varidvels e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y,

u.

a)
b)
c)

d)

f)

=a+ BX, +u, e que sdo validas as pressuposicdes usuais dvedpeerros

Determine as estimativas dos parametros da regréssar.
Calcule o coeficiente de determinagéo.
Verifique se o coeficiente de determinacdo € esizdimente diferente de

zero ao nivel de significancia de 1%.

Teste a hipdtesdH,: S = @ontra a hipotese alternativid , : 5>6, ao
nivel de significancia de 1%.

Teste a hipotesH, :a = @ontra a hipdtese alternativid , : a0 #6, ao

nivel de significancia de 10%.
Determine o intervalo de previsdo para uma novarebgao dé&f comX =
10, ao nivel de confianca de 95%.

2.7. Com base em 52 pares de valores das variaeiy foi obtida a equacéo de

regressao

Y =-04+X,

A estimativa do desvio padréo da estimativa doicieete de regresséo € 0,1.

Calcule o coeficiente de determinacao e teste @dsp de que o coeficiente angular da

equacao é igual a zero, ao nivel de significaneia%.

2.8. Mostre québ é um estimador consistente fle

84



2.9.

2.10.

2.11.

A partir den pares de valoresX,, Y, obtemos, pelo método de minimos

quadrados, a equacéo de regres‘ﬁéga+bxi. SendoZ =Y, + X,, temosn
pares de valoreZ,, X, , a partir dos quais obtemos a equagao de s&gres

Z =c+dX,
Que relacéo existe entkee d? E entrea e c? Sendd e d as estimativas dos
parametrogs e J, respectivamente, demonstre que o valdrré&ativo a hipotese
da nulidadeH,: = 0é igual ao valor de¢ relativo a hipétese da nulidade
H,:0 =1, ou seja, que

b _d-1

sb) s(d)

Dados os pares de valoné® Y abaixo, qual € o modelo que vocé usaria e como
faria para obter uma relacdo que Ihe permitissenasy a partir de valores de
X?

X Y

10 2,0
12 8,2
14 31,0
16 130,0
18 510,0

A partir de uma amostra de 27 pares de valoresbitidla a equacao de regressao

deY em relacdo X
Y = 250+ 200X
Sabendo que= 1,50 (s* = Q.M.Re9, que a estimativa do desvio padraoxde
s(X) = 300 e queX = 750,
a) determine o intervalo de confianca do coeficiatgeegressédo ao nivel
de confianga de 95%.

b) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotiessque o coeficiente de

regressao da populacéo é 1,70.
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2.12. Para aumentar a precisdo da estimativa do codkoctEnregressao, que devemos
fazer com relacdo a escolha dos valofegue serdo utilizados na andlise de

regressao?

2.13. Discuta, rapidamente, os problemas relacionados @mextrapolacéo,

especialmente no campo socioecondmico.

2.14. Suponha que uma fabrica dispde dos seguintes dados:
Quantidade Produzida 105 130 141 159 160 172
Custo (R$) 2042 2301 2421 2518 2606 2718
Por meio de uma analise de regresséo, estabeleca:
a) O valor mais provavel dos custos fixos e o respedtitervalo de confianga,
ao nivel de confianca de 95%.
b) A quantidade para a qual o lucro é nulo, admitindo preco de venda de
R$ 18,00 por unidade.

2.15. Com base em 11 pares de valores das variaveiy foi obtida a equacao de

regressao

Y =20-X,
com r? = 064. Sabe-se que a estimativa ndo-tendenciosa danwiarideX é
64. Teste, ao nivel de significancia de 0,5%, a&tege H,: = Q contra a

hipétese alternativéd , : 5>0.

2.16. Numa andlise de regressaq € a + BX, +u,) foram obtidos, a partir de uma

amostra de 6 pares de valo¥esY, os seguintes resultados:
2 _16, _ A _E. % v
r :2—5, sX)=3;8(Y)=5;, X=3 eY =10

a) Determine o intervalo de 95% de confianca péraabendo qu& € uma
fungéo crescente dé

b) Teste, ao nivel de significAncia de 5%, a hipotéke:a =0 contra a

hipotese alternativéd , :a > 0.

2.17. Admitindo que as variavei$ e Y estao relacionadas conforme o modelo
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Yi :a+£+ui,
Xi

onde u, representa erros aleatorios independentes comarzédd e variancia

constante, determine as estimativas dos parametres 5, com base nos

seguintes dados:

X Y

12 9,0
15 8,5
20 8,5
30 6,5
60 5,0

2.18. Sejam as variaveis e, relacionadas de acordo com o modelo
Y, =a+ X +uy,
ondeu, sdo erros aleatorios. Dados os resultados abdixidps de uma amostra
aleatéria com 50 observacoes,
>Y, =100 YY?=212 Y XY, =21
X, =10 YXZ=21
a) Calcule as estimativas dos paramewos e as estimativas das respectivas
variancias. Que pressuposicoes devem ser feitasquer estas estimativas
sejam imparciais e de variancia minima?
b) Teste as seguintes hipéteses ao nivel de signifecéie 5%:
) H,:a=2 contra a hipétese alternativ, : a # 2
II) H,: £ =12 contra a hipotese alternati, : 5 <12

Que pressuposicao adicional deve ser feita paa essas hipoteses?
c) Calcule o valor do coeficiente de determinacaoegdpeasséo e interprete o

resultado.
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2.19. Sdo dados os seguintes valores, obtidos de umatramalsatéria com 10

observacgoes:
X Y
0 2,5 3,5
1 1 3
2 2 4
3 0 2
4 0,5 1,5

Admite-se que as variave¥ e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y,

=a+ BX, +u,, ondeu, sdo variaveis aleatorias homocedasticas, normaément

distribuidas e com média zero. Pode-se verifica Hu* =20, Y Y? =55,

>y?=15YxY=-10eY =2.

a)

b)

f)

Determine a reta de regressaoYdem relacao &, de acordo com o método

dos minimos quadrados.

Calcule o coeficiente de determinagcdo e verifigaeés estatisticamente

diferente de zero, através do teSteconsiderando um nivel de significancia
de 5%.

Teste a hipdteséd,: S = @ontra a hipotese alternativid , : >0, ao

nivel de significancia de 5%.

Teste a hipotesel, :a = dontra a hipotese alternativ, :a #1, ao nivel

de significancia de 1%.

Determine o intervalo de previsdo para uma novarehgdo deY com

X =2+4/10, ao nivel de confianca de 95%.

Considere que a equacao de regressao obtida éaandamie um produto em
certo mercado, send6o preco € a quantidade procurada. Se o produto em
questdo é vendido por um monopolista e seu custhonue producdo €
constante e igual a Cr$ 2,00, que preco o mondpdalisve estabelecer para
maximizar sua renda liquida? Estime a quantidadesgua vendida a esse
preco e determine o intervalo de confianca cormdpote, ao nivel de

confianca de 95%.

2.20. SejaX a quantidade de certo produto, em milhares deade& €/ o respectivo

custo total de producdo em milhares de cruzeiradmife-se que o custo

marginal seja constante. E dada a seguinte amdstra0 pares de valores
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(extraidos de H.W. GUTHRIEStatistical Methods in EconomicRichard D.
Irwin, 1966, p. 108-109):

X Y
(1 000 unidades) (Cr$ 1 000,00)

1 7
2 11
3 15
4 14
5 18
6 21
7 23
8 30
9 32

10 34

Pode-se verificar que Y X =55 > Y =205 Y X? =385 >Y*=4965 e

2. XY =1375.

a) Estime a funcéo de custo total.

b) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesgue o custo marginal é
nulo.

c) Determine o intervalo de 95% de confianca paralar\os custos fixos.

d) Calcule o coeficiente de determinagao da regresséo.

e) Se o produtor vende em regime de competicdo peedeitpreco de Cr$ 3,50
por unidade, quantas unidades deve produzir p&aua renda liquida seja
de Cr$ 2.000,00?

f) Determine a estimativa d¥ para X= 10 e o0 respectivo intervalo de

confianca, ao nivel de confianca de 95%.

2.21. E dada uma amostra de 4 pares de valores:

X Y

AR EFEPDN
O 0o o

13
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Admite-se que as varidvels e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+ BX, +u,, onde osu;, sé@o erros independentes, de média zero, variancia

constante e distribuigdo normal.

a) Determine as estimativas dos parametros da regrésear.

b) Calcule o coeficiente de determinagéo da regresséo.

c) Teste, ao nivel de significAncia de 5%, a hipotéke: S =5 contra a
hipotese alternativad , : 5 # 5.

d) Determine a estimativa d€ paraX = 2 e o intervalo de confianca para
E(Y | X =2), ao nivel de confianca de 95%.

2.22. A tabela ao lado mostra os valoresXdeY em

X Y
uma amostra com 8 observacdes. Admite-se 1 13

1 1
gue essas variaveis estdo relacionadas de 3 16
acordo com o modelo usual de regresséo linear 3 14

5 9
simples. Pode-se verificar que > X =32 5 13
SY=96 YX?=168 XY2=1340 e ! o

2. XY =304.

a) Determine a equacéao de regressa¥ dentraX de acordo com o método de
minimos quadrados.

b) Obtenha uma estimativa ndo-tendendiosa da vaaidiocerro do modelo.

c) Verifique se a influéncia dX sobreY € estatisticamente significativa ao
nivel de 1%.

d) Determine o intervalo de 90% de confianca pakeréacdo esperada dé
quandoX diminui 3 unidadeg4X = -3).
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2.23.

2.24.

2.25.

2.26.

S&o dados 3 conjuntos de 6 pares de val¢¥s Y,,i =1, ..., 6)

ConjuntoA ConjuntoB ConjuntoC

X Y X Y X Y

1 55 1 10,5 1 0,5
2 6,5 2 9,5 2 1,5
3 9,0 3 10,0 3 4,0
4 10,5 4 9,5 4 55
5 13,5 5 10,5 5 8,5
6 15,0 6 10,0 6 10,0

Para cada um desses conjuntos, obtenha as estimdivminimos quadrados
dos parametros da regressao linear Ydeontra X. Calcule os valores do
coeficiente de determinacdo e do coeficiente deiag@ e analise
comparativamente os resultados. Para melhor visggio, faca, para cada
conjunto, um grafico mostrando os pontos observadas reta de regressao
ajustada.

Dada uma amostra depares de valore,, Y, (i = 1, ...,n), mostre que a
estimativa dos coeficiente angular da reta, obtiiavés do método dos
minimos quadradod), € uma meédia ponderada das declividades dasqe¢as

passam pelos pontoX(, ;) e pelo ponto central da amos{e&,Y) .

A partir de uma amostra de 7 pares de valoresffiila a equacéo de regressao

Y =30+5X,
com um coeficiente de determinagé’oz%

A estimativa do desvio padréo ¥eé s(X) = 2.

a) Determine o intervalo de confianca do coeficierderegresséo, ao nivel de
confianca de 95%.

b) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipétseue o coeficiente de
regressao da populacdo € 8,5, considerando a bépéteernativa de que o

coeficiente de regresséo da populacao € menora&8,§u

SejaY o custo de carregamento mecanico por toneladartede-aclicar. Seja
0 numero de toneladas carregadas, por carregasema ano. Suponha que um
pesquisador levantou os custos de carregamentmnineaa cana-de-acicar em

diversas propriedades, obtendo uma amostra de mhresalores X, ..
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Admitindo que o0s custos totais de carregamento m@&Tapor ano sejam
constituidos por uma parte fixa (que nao varia eQre por uma parte variavel
(de tal maneira que o custo variavel por tonelaja sonstante), que modelo
matematico deve ser usado para estudar, por meané&e de regressao, a
variacdo do custo de carregamento por toneladarteade-actcar em funcdo do

namero de toneladas carregadas? Que anamorfos@ devdeita?

2.27. Analisando a série de valores do Produto NacionailoB[PNB) de determinado
pais, durante um periodo de 10 anos, verificoutse 0 aproximadamente
constantes os incrementos anuais relativos do BNRI é a equacdo (modelo
matematico) que deve ser usada na analise de ségreesses dados? Que
transformacdo de variaveis (anamorfose) deve st fmra determinar as
estimativas dos parametros atraves do método dusos quadrados? Sabendo
que, utilizando logaritmos decimais, a estimatigacdeficiente de regresséo é
0,0193 e a estimativa do respectivo desvio padra@@10, teste, ao nivel de
significancia de 5%, a hipétese de que a taxaegcenento € 4% ao ano (sabe-
se que log 104 = 2,0170).

2.28. Admitindo que as variaveiX e Y estdo relacionadas conforme o modelo

Y, =aX/’e,, onde £ sdo erros multiplicativos, determine as estimatidas

parametrosr e f com base nos seguintes dados:

X Y
1 1
1 10
100 1.000
100 1.000
10.000 100
10.000 1.000

2.29. Suponha que um pesquisador esta determinando d@ofude demanda do
produto A em determinado mercado, com base em uma série el de
valores X,, Y;, ondeY, € o preco pelo qual foi vendida a quantidadie do
produto em determinado intervalo de tempo. Admdigde a elasticidade-preco
da demanda do produto é constante, qual é a eq(ragdelo matematico) que
0 pesquisador deve usar? Que transformacao deelaf@amorfose) devera ser
feita para determinar as estimativas dos parameth@vés do método dos
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2.30.

2.31.

2.32.

minimos quadrados? Sabendo que a estimativa dacieoéd de regressao
obtida € —1,24, com um desvio padrdao estimado dM, Geste, ao nivel de

significancia de 5%, a hipotese de que a elastieigaeco ¢é igual a —1.

Seja’Y uma grandeza econdmica qualquer e $€ja tempo, em anos. Se
admitirmos que a taxa geométrica de crescimenté éeonstante, que modelo
de regresséo deve ser adotado? Sabendo que, emnacios consecutivoy,

assumiu os valores 4, 4, 32, 64 e 32, qual € matia da taxa de crescimento
de acordo com o método dos minimos quadrados?aFagalise de variancia da

regressao.

Em estudos da variagcdo do consumo de certos pdutafuncdo da renda da

B

familia tem sido usada a func&o= ex;{a—yj, ondeY é o dispéndio com o

produto consideradoXé a renda da familia.
Mostre as anamorfoses que devem ser feitas paragjf@@mulas de regresséo
linear simples sejam usadas para ajustar essaduuniiiizando dados obtidos de

uma amostra aleatéria.

a) Deduza, de acordo com o método dos minimos qdadr a formula para
estimar o parametro do modelo
Y, = X, +u, comi=1,..,n,
onde
E(u)=0,

Eu’) =0’

E(uu;) =0 parai #]

b) Prove que o estimador obtid® € ndo-tendencioso

0.2

> X?

d) Prove que o estimador obtido € um estimador timg-tendencioso de

c) Prove que a variancia da estimativa obtid&(lg) =

variancia minima

e) Mostre que a soma de quadrados residual é dada por
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2 (EXY)? _
> X2

f) Demonstre que a esperanca da soma de quadraddsafesi igual a

(n-1)o?

XY, XY -bX XY,

g) Admitindo queY € a receita de uma empresa comercial em certwvatbede
tempo e qu&X é a quantidade vendida (em unidades fisicas)}eafs pares
de valores, dados a seguir, uma reta que passenman dos eixos. Teste,

ao nivel de significancia de 5%, a hipoté$g: 5= . O

X Y
5
7

11
5
9

a b~ bdbwbdN

2.33. Dados um conjunto de pares de valo¥gs Y; (i=1,..mj=1,..,n), ajusta-

se um conjunto dm retas paralelas
Y,

;=& +bX,

Mostre que as estimativas dos parametros, de acordam método dos minimos

quadrados, sao dadas por
ZZ(xij _Xi)(Yij _V.)
|
ZZ(xij - Xi)z
i

onde X, :%ZXH eY =

=1

(Extraido de DRAPER e SMITH, 1996, p. 38).
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2.34. E dada uma amostra de 12 pares de valores

2.35.

2.36.

X

13
11
10
16

NNR R R
o 00U wh N
oo o abdh X

ObtemosYY, = 96 XY,> =962, Xy’ =194

Admite-se que as variave¥ e Y estao relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+ BX, +u;, onde osu; séo variaveis aleatorias independentes com

distribuicdo normal de média zero e variangfa

a) Determine as estimativas dos parametros da regrésear.

b) Calcule o coeficiente de determinacdo da regressdaca a analise de
variancia, interpretando o testé realizado. Considere um nivel de
significancia de 1%.

c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipoétseque S =0 contra a
hipotese de qug > 0.

d) Determine a estimativa dé paraX = 6 e o intervalo de confianca para
E(Y | X =6) , ao nivel de significancia de 99%.

e) Determine o valor da estimativa da variacdo EfY), isto €, estime
6 = E(4Y), quando o valor d¥ aumenta de 2 unidad¢gX =2). Qual é a

variancia de@? Teste, ao nivel de significancia de 5%, a higoths que

@ = 25 contra a hipdtese alternativa de die 25.

Mostre que a covariancia entre duas estimativaé @€ e Y, , paraX = X, e

X =X, , respectivamente) é

cov(\?l,\?z) = [% + ;1—222}02

SejaX a quantidade de adubo colocada no solo, em dosdeeptare, e sejda
produtividade obtida, em toneladas por hectare. itedse que essas variaveis

estdo relacionadas de acordo com a funcéo
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2.37.

Y =a+ByX; +u,
onde a e B sdo parametros e assao variaveis aleatérias independentes com

distribuicdo normal de média zero e variangfa

Um experimento com 5 parcelas forneceu os seguiesedtados:

Xi Yi

0 2,7
1 4.4
4 53
9 54
16 7,2

a) Determine as estimativas de minimos quadraaed) dea e .

b) Calcule o coeficiente de determinacéo da regresséo.

c) Determine o intervalo de 95% de confianca para

d) Determine o intervalo de 95% de confianca gara

e) Determine a dose econémica de adubo admitindo guegm da tonelada do
produto seja igual ao dobro do preco da dose dbaafja considerados os
custos de colocacao do adubo, juros e/ou subs&tm,

f) Determine o intervalo de 95% de confianca parardadeiro valor X) da

dose econOmica, para as condi¢coes do item ant@igyestdo: determine
inicialmente, os limites do intervalo de confiamﬁra\/}, e depois eleve

ao quadrado).
g) Determine o intervalo de previsdo para a produgionda nova parcela com

X =1, considerando um nivel de confianca de 95%.

Considere o modelor, = gX, +u, com X fixos, E(u) = 0, E(u’)=0? e

E(uu;) =0 parai #].

. - ) XY,
Sabe-se que o estimador de minimos quadrados fp@&d = ZZXI L, nao-

2

tendencioso, conv (b) = ZU (ver exercicio 2.32).

X-2

Um estimador alternativo pafaé ,5’ =Y /X, que ¢ a inclinacdo da reta unindo

a origem do sistema de eixos ao poRtgy .

96



a) Prove queB € um estimador linear ndo-tendencioso.
b) Deduza a expressao que\d&'ﬁ’) em funcéo des?® e dos valores dé.
c) Prove (sem utilizar o teorema de Gaus-Markov) ‘qu,é) > V(b). Em que

condicdes tem-s¢( 3) = V(b)?

2.38. Considere o modelo de regresséo linear simiglesa + X, +u,, ondeu; s&o

erros aleatorios independentes com média zeroignea o, e 0sX; sio fixos,

com X, =i parai =1, 2, ..., 9.
Sejam X, e X, as médias dX para as primeiras e a8 Ultimas observacgoes,

isto &,

Verifique os valores d&X; e X, apresentados na tabela abaixo

h )zl X2
1 1 9
2 1,5 8,5
3 2 8
4 25 7.5

b*h:_\?z_\?_l
X, =X,
u, - U
a) Prove queb., = f+=—=2—2-,
) queb., = X, - X,
h 9
onde UlziZui e UZ:1 du
hi= h,Z5n

b) Mostre queb,, € um estimador ndo-tendenciosofle

20
c) Demonstre qu&/(b,.) =—————
) q ( h) h(X2 _ x1)2
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d) Faca uma tabela mostrando os valoresVdb, parah = 1, 2, 3, 4.
Apresente, na mesma tabela, para cada valby @eficiéncia relativa db.,,

em comparacao com o estimador de minimos quadrados.

Respostas
21.a) Y=4+19X
b) F=2320,89, rejeita-sél,: 5= 0
¢ r?’=0,976

A

d) Y =97.0s limites do intervalo de confianca séo 8,89,61

24.a) Y=12+4X;s(b)=1;5a) = 10,2

b =;= 0571

c) t=4, significativo
25.a) Y=2+2X
b) r?= 0842; F = 16, significativo
c) t=8, significativo
d t=-6,63, significativo
Y =12;8,10 a 15,90
26.a) Y =3X

12
b) r?===0923
) 5= %

c) F =36, significativo

d = —6, ndo-significativo
€) = -2,45, significativo
f) 15,42 a 44,58

2

2.7. r? :5; F = 100, significativo
2.8. Uma vez qu&(b) = S, basta mostrar quémV (b) =0, o que acontece desde que

Y. x* cresce indefinidamente quandaresce.
29. d=b+1 ec=a
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2.10.Notando que o0s acréscimos relativgdY/Y) de Y sdo aproximadamente

constantes, conclui-se que o modelo matematicqapo éY =af”* . A mesma
conclusdo é obtida notando que os pont&s Y) estdo aproximadamente
alinhados, quando marcados em um grafico com o dasoordenadas em escala
logaritmica, isto €, notando que os pontos de emadas loy e X estdo
aproximadamente alinhados.

2.11.a) 210,202
b) t= 3,059, significativo

2.14.a) 1025+ 250
by 124,3

2.15.t = -4, ndo-significativo

2.16.a) -0,06a 2,72
b) t=2,954, significativo

217.Y = 4,5+@
X

2.18.a) a=0,b=10,V(a)=0,0175, V(b) = 0417
b) 1)t=-15,12, significativo
) t= 3,10, significativo
¢) r?=08330u83,3%
2198 Y =3-0X

by r? :%; F = 4, ndo-significativo

C) = -2, ndo-significativo
d t=3,27, ndo-significativo
e —-2,84a3,68
fy X=4;Y=1;-0,41a241
2208 Y =4+X
b) t=17,23, significativo; rejeita-sel,: = 0
c) 151<a <649

d r2=0974
e) X=12,isto €, 12 000 unidades
f) 34+214
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A~

2218 Y =6+1,X

27
b r’==-= 0519
) = 5

c) t=-3,429, ndo-significativot{ = 4303
d Y=9
3,62 <E(Y|X =2)<14,38
2228 Y =20-X

b =1§4 = 4667

c) F =34,29, significativo £, = 137
d) 4,009 <E(4Y) < 7,991

2.23.
Conjunto
Estatistica A B C
a 3 10 -2
b 2 0 2
Y 10 10 5
S.Q.Res. 1 1 1
S.Q.Regqr. 70 0 70
r2 98,6% 0 98,6%
Ccv 5% 5% 10%

2.25.a) 0,94 <(4<9,06
b) t=-2,21, significativo

2.26.2.26. Anamorfose% =V

2.27.AnamorfoseY = log (PNB)
t = 2,30, ndo-significativo

2.28.Y =10X °°

2.29.Y = AX®

Anamorfoses: Z=IlogY e V=logX
t=-2,40, ndo-significativo
2.30.Y, =aB%¢,
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Adotando como origem do tempx¥ € 0) o ano em que foi efetuada a terceira das
observacdes consideradas, obtemos

Y =1602%

A taxa de crescimento € 100% ao ano

F=75

2.31. Anamorfoses: Z=InY e V :%

2.32.g) Y =2X;t=7,303, significativo.

2.34.a) Y=2+2X
b) r?= 0742;F = 28,8, significativo F, = 100%
c) t=537, significativo ¢, = 279

A

d Y =14;9,91 <E(Y|X = 6) < 18,09

0.2

e  6=4;V(6) = (4X)*V(b) =5

V(6) :g et = 2,01, significativo{, = 18]

236.a) a=3,b=1
b) r?= 0931
0 1,78<a<4,22
d 050<8<1,50
€) Uma dose por hectare
fy 0,50<,x <1,50
ou 0,25« <2,25
g) 2,20<Y,<5,80

no?

(X X)?

¢) Asvariancias sao iguais apenas quando todoaloseg deX forem iguais.

2.37.0) V(B =
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2

2.38.V(b) =L
6C

h X, =X, V(b.,) Eficiéncia relativa
1 8 g?/32 0,533
2 7 %149 0,817
3 6 o’ /54 0,900
4 5 o?/50 0,833
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3. CORRELACAO

Vimos que numa analise de regresséao linear simpéesietermina, através de
estimativas dos parametros, como uma varid&lxerce, ou parece exercer, efeito

sobre uma outra variav¥l

Na analise de correlacdo, que veremos aqui, selraeterminar o grau de
relacionamento entre duas variaveis, ou seja, eum@ medir a covariabilidade entre
elas.

Na andlise de regressao € necessario distingairi@/el dependente e a variavel
explanatéria; na analise de correlacao, tal di&tngio é necessaria.

3.1. O coeficiente de correlacdo simples paraumaa mostra

Inicialmente, desenvolveremos o conceito do casitel de correlacdo (r) para uma

amostra de pares de valoreX,, Y, (i=1, 2, ...n).

Para obter uma medida de correlacdo sem a inflaései média (tendéncia
central) e da variancia (dispersao), vamos utiNaaiaveis reduzidas, definidas por

y=XiZX X% 3.1)
S(X) - [2x?
n-1
e
7=tV Y (3.2)

M By
n-1

Como as variaveis reduzidas ndo tém dimenséo, testaformacdo também
elimina qualquer influéncia da unidade de medida.
As figuras 3.1, 3.2 e 3.3 apresentam trés difeser@sultados que poderiam ser

obtidos quando colocamos os pontas ¢ ) em um grafico.
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Cole *
)

.
<

Figura 3.1. Correlacao Figura 3.2. Correlacao
Positiva negativa

L.

Figura 3.3. Correlacao
aproximadamente igual a

Zero

SeX eY estdo positivamente correlacionados, isto & s& tendem a variar no

mesmo sentido, entdo a maioria dos pontgsz() estard no e no 3 quadrantes,

como ocorre na figura 3.1.Uma vez que, para pdoimaizados nesses quadrantes, o

produtov, z, é positivo, o valor d& vz sera, neste caso, positivo e relativamente alto.

SeX eY estdo negativamente correlacionados, isto & a& tendem a variar
em sentidos opostos, entdo a maioria dos portog § estara no2e no 4 quadrantes,
como ocorre na figura 3.2. Uma vez que, para pdotadizados nesses quadrantes, o
produtov, z, € negativo, o valor d& vz sera, neste caso, negativo e de valor absoluto
relativamente alto.

Se nédo existe correlagéo, os pontes % ) estardo distribuidos pelos quatro
quadrantes, como ocorre na figura 3.3. Enkigz sera igual a zero ou tera valor

absoluto pequeno, pois as parcelas positivas @monelendo a pontos nd & 3
quadrantes) sdo anuladas pelas parcelas negatorasspondendo a pontos nbe24’

guadrantes).
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Portanto, o valor deX vz pode ser utilizado como medida de correlacéo.
Entretanto, em termos absolutos, esse valor tendwescer com o numero de
observacdes. Entdo, o coeficiente de correlacioleiné definido por

_2VZ
n-1

r

Considerando (3.1) e (3.2), obtemos

o ZXY (3.3)

VX X2 ye

Comparando (3.3) com (2.28), verificamos que o rpda do coeficiente de
correlacéo € igual ao coeficiente de determinaga®gressao linear simples.
Ja vimos que
O<r?<1
Entao,
-1<r<1
E importante assinalar que um coeficiente de cagéeal igual a zero ndo implica
em auséncia de relagdo entre as duas variaveis€lssostrado na figura 3.4, onde,
apesar de o coeficiente de correlacdo ser nuloyiderde que existe uma relacao
parabdlica entreX e Y. Portanto, um coeficiente de correlacdo nulo seenenplica

auséncia de relacdioear entre as duas variaveis.

&~
—

Figura 3.4.Relagéo parabdlica entkee Y, onder =0
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Para exemplificar, consideremos os 6 pares de esldados na tabela 3.1 e
representados na figura 3.5. Pode-se imaginar gda par de valores sdo as notas
tiradas por um aluno em duas disciplinas.

Tabela 3.1 Amostra de 6 pares de val®gsY,

X Y X \
4 6 6 8
4 7 8 7
6 6 8 8
Obtemos
X:3—6:6, \?:4—2:7
6 6
2 2
zxzzzxf—&:zsz—ﬁ:m
n 6
2 2
Yyt =2Y? (2Y)" _5gg-42 - 4
n
XY =2XY, in2\4:256__36mz:4
4
r= =05
V164

Vejamos a relacao que existe entre o coeficientsodelacdo e o coeficiente de
regressao.

Como

b= ZXY_  Xxy Iy
XX frxyy? VI

verificamos, considerando (3.3), que

b=r 2y =r L) (3.4)
| = x? s(X)
s(X):J% e s(Y):J%

Mostraremos agora que o quadrado do coeficienteodeelacdo € igual ao

produto das estimativas dos coeficientes de re@pedeY em relacdo X e deX em

onde
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relacdo a. Representando essas estimativaslpgr e b, respectivamente, podemos

escrever
2 Xy 2 Xy
b, = e b, =22
D Y'G oy y?

Segue-se, imediatamente, que

r’= byx by (3.9)

Para a amostra apresentada na tabela 3.1, temos:

e byyb =025=r?
Também podemos obter as retas de regressdbete relacdo & e deX em

relacdo &, que sao, respectivamente,
Y = 55+ 025X

X =-1+Y

X=-1+Y

Figura 3.5.Retas de regressao ¥em relacdo X e dexX em relacéo ¥,
para os dados da tabela 3.1.
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Para ilustrar melhor o conceito de correlagéo, idensmos um outro exemplo.
A tabela 3.2, transcrita de Yule e Kendall (1948presenta as frequéncias (em
centenas) de casamentos na Inglaterra e na Irl@mdd,933, conforme as idades do
marido ) e da mulherY).

TABELA 3.2. NUmero de casamentos em fun¢éo da idade ddawada mulher, na

Inglaterra e na Irlanda, em 1933.

ldade Idade do marido em anos (limite inferior do intdéoya

mgl";‘]er 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 7500
15 33 189 56 8 2 _ - - - - - — — 288
20 18 682 585 106 19 5 2 1 - - — —  — 1418
25 1 140 511 179 40 14 6 3 1 1 —_ — — 896
30 — 11 75 101 42 20 10 5 2 1 1 — — 268
35 — 2 10 24 28 19 13 8 5 2 1 — — 112
40 — — 1 5 9 14 12 10 6 4 2 1 — 64
45 — — — 1 3 5 9 9 7 4 3 1 — 42
% — — — — — 1 3 7 6 5 3 1 — 26
5% - - - — — — 1 3 5 4 3 1 — 17
60 — - — — — — — 1 1 4 3 2 — 1
65 — - - - — — — — 1 1 3 2 1 8
0 @ - - - - - - — — — — 1 1 1 3

Total 52 1024 1238 424 143 78 56 47 34 26 20 9 5331

Fonte:Yule e Kendall (1940), p. 198.
Podemos, para facilitar os calculos, utilizar agisges variaveis auxiliares:

v :x—Tws i=1,2, .13 (3.6)

Y, -275
Zj="——j=12.,12 (3.7)

i

Devemos ressaltar que o coeficiente de correlagdie ¥ e Z é igual ao
coeficiente de correlacdo enXee Y (ver exercicio 3.9).

Note que essas variaveis auxiliares assumem val@r 2o ponto medio da
classe de 25 a 30 anos e sdo medidas em unidaBesnds.

Representando pof; as freqiéncias em cada cela, ppras freqliéncias totais

para cada classe de idade do marido eyoas freqiéncias totais para cada classe de

idade da mulher, temos:
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YV'F = XV°F

(ZVnF') =9708- 9222 =943839

~

>Z.G)?
Y.72/G, =X Z}G, _@226) 7090~ 742

=691538
n 315¢ >

V.E)(2Z.G,
S3vzf, =55V, 1, - EZG) _gone 922740

=647298
n 3157

22Vz

= =0,8012
JEWF)(EZG))

As retas de regressao deem relacdo & e deV em relagdo aZ sao,

respectivamente,

A

7 = -0,2353+0,6858V - 0,2924

V =0,2924+0,936(Z + 0,2353

Considerando (3.6) e (3.7) obtemos, apés simptifies, as equacbes de

regressao d¥ em relacdo X e deX em relacéo &:

Y = 65+ 0686X

X = 43+ 0936Y
E interessante assinalar, na tabela 3.2, as cetaaisn das distribuicdes

condicionais deY | X ; elas mostram, grosseiramente, a posi¢cao daeeatagressao de
Y em relagdo &. Da mesma maneira, as celas modais das distrémiigé X |Y

mostram, aproximadamente, a posicao da reta dess#y dX em relacdo &.
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3.2. Aplicacéo da analise de regressdo a uma popula  ¢do com distribuigdo

normal bidimensional

O coeficiente de correlacdo de uma populacéo éidefpor

. E(x — Uy DY—,UYj: cov(X,Y) _ cov(X,Y)

Oy gy Ox0y  JV(X)V(Y)

Devemos lembrar, aqui, que:

a) SeXeY séo independentes, temosv(X,Y) =0 e, portantop = 0.

b) Dados cov(X,Y)=0 e p = 0, ndo é possivel concluir, em geral, que as
variaveis sdo independentes. Isto é mostrado nmmreapresentado na
tabela 1.3 (se¢ab5) e no caso ilustrado na figura 3.4.

c) Se as \variaveis tém distribuicdo normal, demorssra- que
cov(X,Y)=p=0 é condigdo suficiente para que as variaveis sejam

independentes.

Para fazer inferéncia estatistica a respeitopdgartindo do coeficiente de
correlacdo ) da amostra, pressupomos que as varidXeis Y apresentam uma
distribuicdo normal bidimensional. Entdo estamaduegxdo casos como o representado
na figura 3.4.

Para testar a hipotese da nulidaHg : p= cdéntra a hipotese alternativa

H,:p#0, utilizamos o teste

F =

2 —
LZZ), com 1 en — 2 graus de liberdade.

1-r
Pode-se verificar que o valor Beobtido por essa férmula, é igual ao valofFde
da analise de variancia da regressao, obtido diidb quadrado médio de regresséao

pelo quadrado medio residual. Portanto, testapétéseH, : p = Oequivale a testar a
hipoteseH,: 8= 0

A funcao de densidade de uma distribuicdo nornthi@nsional corresponde a
uma superficie cujas sec¢des, tanto na direcadoxdadesX como na direcao do eixo dos

Y, sdo curvas normais. As secOes horizontais desparfiie sdo elipses de

isoprobabilidade, duas das quais estéao tracadiaguna 3.6.

110



Vamos mostrar agora que os pon@sE, F e G da figura 3.6, onde retas
paralelas ao eixo dostangenciam elipses de isoprobabilidade, sdo osopantdios
das distribuicbes condicionais d¥. Consideremos, particularmente, o plano
perpendicular ao eixo dos passando poA; esse plano seciona infinitas elipses de
isoprobabilidade, mas todas elas de nivel infa@ida elipse de isoprobabilidade que
tangencia o plano ert, que é, portanto, a moda da curva normal defimdi
interseccdo do plano em questdo com a superficiedatesidade da populacdo

bidimensional. Como a moda de uma distribuicdo mbrovincide com a média,

concluimos que o pont@ corresponde a media da distribuicaoYdeladoX = OA.
Para os pontoB, F e G vale, evidentemente, 0 mesmo raciocinio. Considkeraainda,
que, se pode demonstrar que as distribuicdes dgondis deY tém variancia constante,
concluimos que a refaC é a verdadeira reta de regressad @en relacéo , ou seja,
éaretaE(Y | X)=a+ BX.

Pode-se mostrar, analogamente, que aReta verdadeira reta de regresséo de
X em relagéo &.

A reta E(Y | X) =a + BX (ou uma estimativa obtida de uma amostra) poderia

ser usada para, dado um valog@rever o correspondente valore
Consideremos, por exemplo, que e Y sdo, respectivamente, as notas de

Matematica e Estatistica obtidas por alunos detisas disciplinas. Se um aluno obteve
nota OA em Matematica, prevé-se que obtenha ndem Estatistica. E interessante
notar queAC é uma média ponderada @@ e AB= 1, com os pesos dependendo

do valor dep. Para entender isso, consideremos, inicialmerge;agos extremos de
p=1ep=0. A medida que aumenta, as elipses de isoprobabilidade se alomgam
direcédo do seu eixo principal e o angulo entreetessrde regress&aC e PL diminui, de

maneira que no limite, quango= 1, as retas de regresda@ e PL coincidem com o

eixo principal e a melhor estimativa deparaX = OA seria AD. Por outro lado,
quandop = 0, isto &, quando ndo existe correlacdo, a malsmativa deY serau,,

qualguer que seja o valor de Num caso intermediario em que< p <1, a melhor
estimativa der paraxX = OA estara entre os valorgsB = 4, e AD, sendo préxima de

AB quandop for pequeno e se aproximando 4B & medida qu@ se aproxima de 1.
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Figura 3.6.As elipses de isoprobabilidade de uma distribummdmnal bidimensional e

as retas de regressdoem relacdo X e deX em relacao &.

EXERCICIOS

3.1. Calcule o coeficiente de correlacdo para a segamiastra de 10 pares de valores
X, Y.

=<
X

~N o o oo X
WU W
© © o o ~
© ~ © o ~|-<

a) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipo@senulidadeH,: p= 0

contra a hipotese alternatipetO.

b) Determine as retas de regressaordam relacdo X e deX em relacdo &.
Verifique queb,, b,y =r7.

c) Admitindo queX e Y tenham distribuicdo normal bidimensional, qual € a
estimativa deY paraX = 4? E parX = 9? Qual é a estimativa deparaY = 3?

E paraYy = 9?
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3.2.

3.3.

3.4.

Sendo @ o angulo entre as retas de regressad @en relacdo X e deX em

relacéo &, prove que

.2 2
g0 = 1-r° _1-r Dzs(X)s(\g)
By +byy r s°(X) +s°(Y)

Com base nesta relagdo determine o angulo formelds pguas retas de regressédo
no caso da amostra de 6 pares de valores da talela

Dados:
X Y
2 18
4 12
5 10
6 8
8 7
11 5

X =36; 3 X?=266; XY =60; YY2=706; 3 XY =293

a) Determine o coeficiente de correlacao eteeY.
b) Determine as estimativas dos parametros da equicé&egressao linear dé
em relagao X.
c) Admitindo que as varidveiX e Y estdo relacionadas de acordo com o0 modelo

Y, =a+ BX; +u;, ondeuy; sdo erros com meédia zero, variancia constante e
distribuicdo normal, teste a hipotese da nulidelde S = , cohtra a hipotese

alternativaH , : 5 >1, considerando um nivel de significancia de 5%.

Com base no grafico dado a seguir, determe@wmngtricamente (sem usar as
formulas comuns de andlise de regressao):

a) A reta de regressao deem relagao X.

b) A reta de regressao éeem relacédo ¥.

c) O coeficiente de correlacan.(

d) O valor estimado d¥ paraX = 1.

e) O valor estimado d¥ paraY = 1.
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3.5. Com base no gréfico dado a seguir, determa@mmgtricamente (sem usar as
férmulas comuns de anélise de regressao):
a) A reta de regressao deem relacéo X.
b) A reta de regressao aeem relacédo &.
c) O coeficiente de correlacan (
d) O valor estimado d¥ parax = 60.
e) O valor estimado dX paraY = 30.

K - -
! 1
i :
S8 NSO BU
1 t !
' ! 1
1 1 :
U b - I
: z 5
| i |
T T 1 1 T T X
0 10 20 30 40 50 60

3.6. Os dados a seguir foram apresentados em didetase de que dietas com alto
teor de proteina reduzem a fertilidadg. Estabeleca, sem calcular, o sinal do
coeficiente de correlacéo entre as duas variatseiBiscuta se dados desse tipo

sdo apropriados para estabelecer relacdes de “eaefgdto” entre essas variaveis.
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Taxa de

Teor de proteina

Pais Natalidade na dieta

Formosa 45,6 4,7
Malaia 39,7 7,5

india 33,0 8,7

Japéo 27,0 9,7
lugoslavia 25,9 11,2
Grécia 23,5 15,2
Italia 23,4 15,2

Bulgéaria 22,2 16,8
Alemanha 20,0 37,3
Irlanda 19,1 46,7
Dinamarca 18,3 56,1
Australia 18,0 59,9
EUA 17,9 61,4

Suécia 15,0 62,6

3.7. Com base em uma amostra de 200 pares de s/glara as variaveiX e Y
obtivemos um coeficiente de correlacdo igual a .OFiftlemos afirmar que néao

existe relacao entre essas variaveis? Explique.

3.8. Com base nos valores de repdacapita( X,) e da porcentagem de analfabetos (

X,) para 20 paises latino-americanos em 1950, obtisem coeficiente de
correlacaa =-0,6.
a) Esse resultado é estatisticamente significativoieel de 1%?

b) Interprete o resultado do ponto de vista estatigtiecondmico-social.

3.9. S&o dados pares de valore;, Y, cujo coeficiente de correlagdor£Sendo

Z, =a+bY e V, =k +hX,, demonstre que o coeficiente de correlacédo antee

Z, éigual a, sebh> 0, e é igual ar-sebh< 0 (@, b, k eh s&o constantes).

3.10. Séo dados os valores @ (i = 1, ..., n). Definimos X, =2 ey, :3.

z 'z

Demonstre que, see b s&o constantes positivas, o coeficiente de cgéelantre

X, eY,éigual a 1.
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3.11. O coeficiente de correlacdo entre as vasaXee Y ér = 0,60. Sabendo que
s(X) = 1,50,5(Y) = 2,00, X =10 e Y =20, determine a equacio de regressay de

em relacao X.

3.12. Com base em uma amostra de 27 pares de sdtorebtido o coeficiente de
correlacdar = 0,40. Teste, ao nivel de significaAncia de 5%ijpétese de que o

coeficiente de correlacdo das variaveis € zero.

3.13. O coeficiente de correlacdo obtido de umastraaen pares de valoresX,, Y; é

r = 4/5. Sabendo queéX) = 3 es(Y) = 5, determine o coeficiente de regressay de

em relacao X.

3.14. A partir de uma amostra aleatoria corobservacoes, foi obtida a equacdo de
regressao
Y =10- 028X
Determine o coeficiente de correlacdo enteeY sabendo que

2 2
$?(X) = %i‘l =25 e s2(Y) = %fl

=4

3.15. Para duas varidaveis negativamente correladas) foram obtidos:X =0,
Y =12, s(X) = 8,(Y) = 10 er? = 064 Determine a equacio de regressay de

em relacao X.

3.16.Dados

o AN O] X
o B~ DN DN <

a) Determine as estimativas dos parametros do modetar + BX; +u, .

b) Calcule o coeficiente de determinagdo da regregsap

c) Calcule os 4 valores d’é e determine o valor do quadrado do coeficiente de
correlacao (YZQ) entreY, e \?l Verifigue que esse valor é igual ao valor do

coeficiente de determinacéo, calculado no iteyn (
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d) Demonstre que o coeficiente de determinagdo deregrassaor(; ) € sempre
igual ao quadrado do coeficiente de correlacaceergrvalores observados e

os valores estimados da variavel depende’rfqe.(

3.17.Sejar o coeficiente de correlagéo entre as variavgi® Y, em uma amostra com

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

n observagdes. Definimos as variaveis reduzidas

2
W =5 comx =X, -X e s(X):WIZi, e
s(X) n-1

2
z =—_, comy, =Y,-Y e Y)= Y

qY) n-1
Sejac a estimativa do coeficiente de regressaadeontraw,, de acordo com o

método de minimos quadrados.
a) Deduza arelagéo entreec.
b) Deduza expressdes que déem a S.Q.Total e a S.@9Raégrda regressao de

z, contraw, em fungdo de en.

RESPOSTAS

a) r=0,8; F =14,22, significativo

b) Y=-62+16X e X =5+04Y

c) ParaX =4, temosY = 02 e paraX =9, temosyY = 82
ParaY = 3, temosX = 62 e paraYy = 9, temosX = 86

6 =3058

a) r=-0,92

b) Y =1804- 134X

C) ndao se rejeitdd,: = 1

a) Y =2+05X

A~

b) X =-1+Y
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¢ r=0,7071

3.5. @) Y =10+ 025X

3.6. a) A correlacdo € negativa.
b) Tais dados ndo permitem estabelecer relagcdo daséee-efeito”. Outras
varidveis, como rendper capitg deveriam ser consideradas na andlise. Os
dados podem ser Uuteis para sugerir pesquisas m@diégicas sobre

possiveis relacdes causais entre consumo de @@dantilidade.
3.7. Correlacéo linear igual a zero ndo implica ausédeieelacdo entre as variaveis.

3.8. a F=10,12 ou =-3,18, significativos.
Rendaper capita e propor¢cdo de analfabetos se mostram negativament
correlacionados. Esse resultado estatistico nawvapeo existéncia de uma
relacdo de causa-e-efeito. No caso, sabemos s exausagcdo nos dois
sentidos. Analfabetismo implica baixo nivel teciyitd, baixa produtividade
e baixa rendger capita Pobreza, por outro lado, significa falta de reoar
dificultando a analfabetizacéo.

3.11.Y =12+ 0,X

3.12.F = 4,76, significativo

3.13.b=4/3
3.14r=-0,7
3.15.Y =12 -X
3.16.a) Y =1+X
b) r*=5/6
3.17.a) r=c
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b) S.Q.Total =X z* =n-1

S.Q.Regr. =%(n- 1)
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4. REGRESSAO LINEAR MULTIPLA
4.1. O modelo estatistico de uma regressao linear m  dltipla
Temos uma regresséo linear multipla quando admstiguz o valor da variavel

dependente é funcdo linear de duas ou mais vasiaeplanatorias. O modelo

estatistico de uma regressao linear multipla kaariaveis explanatoérias é:

Y, =a+ B Xy + B X+ B X +u;, j=1,...n

ou
k
Y, =a+) BX; +u, (4.1)
i=1
Utilizando notacdo matricial o modelo fica
y=XB+u (4.2)
onde
_Yl 1 xll X21 Xkl
y= Y_z X = 1 X_12 X_zz X.k2
_Yn 1 ><1n X2n an
a u,
ﬂl u
B=| 2, usy
; u
B "
Mantemos, com algumas modificacfes, as pressumssajiresentadas na secao
2.1:

) a variavel dependentey|() é fungdo linear das variaveis explanatorixs (

i=1,..K);
II) os valores das variaveis explanatérias sawsfix

) E(u;) =0, ou seja,E(u) =0, ondeO representa um vetor de zeros;

IV)  os erros sdo homocedasticos, ist&Ey?) = o?;
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V)  os erros sdo ndo-correlacionados entre sigiskf(u;u,) =0 paraj # h;
VI)  os erros tém distribuicdo normal.

Combinando as pressuposic¢des IV e V temos
E(uu) =10? (4.3)

Sejap = k + 1 o numero de parametros a serem estimadog, (..., 5,). Se

dispomos de apengs observagdes, a determinagdo dos parametros se aeduz
problema matematico de resolu¢édo de um sistenpeedgiacdes cor incognitas, ndo
sendo possivel fazer qualquer analise estatidlieaemos, portanto, tar > p. Além
disso, veremos que para obter as estimativas denogmuadrados dos parametros a
matriz X'X deve ser nao-singular, isto é, sua caracterisis® ser igual . Isso
significa que a caracteristica e deve ser igual @. Nas dedugbes que se seguem
admitiremos que essas condicbes sao observadasg,isadmitiremos qué& tem

caracteristicp =k + 1 <n.

Da mesma maneira que na regressao linear simglgsessuposicoes |, Il e 11l
sdo necessarias para demonstrar que os estimatnmeénimos quadrados sdo nao-
tendenciosos e as cinco primeiras pressuposicoasitpm demonstrar que tais
estimadores sao estimadores lineares nao-tendeaaesvariancia minima (teorema de
Gauss-Markov). A pressuposicdo VI € necessériarngatear testes de hipotese e para

construir intervalos de confianga para os pararaetro

4.2. Estimativas dos parametros de acordo com o mét  odo dos minimos

guadrados

Sejam b e e os vetores das estimativas dos parametros e dsgode

respectivamente, isto &,

§ &

5 &
b=|hb, e e=| .
_bk_ =
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Temos

y=Xb+e=y+e (4.4)

e=y-Xb=y-y

onde

50

P

A soma dos quadrados dos desvios € dada por
Z=¢€e=(y' -b'X")y—-Xb)=yy-yXb-b'X'y +b'X'Xb
As matrizesy'Xb e b'X'y séo iguais, pois uma é a transposta da outra e cada
uma tem apenas um elemento. Entéo
Z=y'y-2b'X'y +b'X'Xb (4.5)
A funcdo Z apresenta ponto de minimo para os valoreb dgeie tornem sua
diferencial identicamente nula, isto é:
dZ =-2(db")X'y + (db")X'Xb +b'X"X(db) =0
Como (db")X'Xb =b'X'X(db), por serem matrizes com apenas um elemento e
uma ser a transposta da outra, segue-se que
-2(db")X'y +2(db")X'Xb =0
ou
(db")(X'Xb - X'y) =0
Portanto, a diferencial désera identicamente nula para
X'Xb = X'y (4.6)
que é o sistema de equacdes normais.

Se X'X é n&o singular, existe a matriz invers&X ). Pré-multiplicando os

dois membros de (4.6) poX(X ), obtemos
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b =(X'X)X'y (4.7)

A primeira etapa dos calculos para obtencdo dasastas dos parametros é a

construcdo das matrizes

noooEX, X, .. ZX,
SX,  IXE O OEX Xy .. TXy X,
XX=[ZX, XXXy ZX5 o T XXy
|2 X ZXy Xy 2 Xp Xy ZXg |
e
C sy,
leiYi
X'y = 2 X5,
| 2 XY, |

Veremos, adiante, que essas matrizes sdo necessdrigarias outras fases da
analise de regressao linear mdultipla.

Do sistema de equacdes normais podemos obter aesokados de interesse.
De (4.6) segue-se que

X'y =X'Xb =0
ondeO representa um vetor cujos elementos séo todosiguzero.
Entao
X'(y=-Xb)=0
ou
X'e=0 (4.8)
Essa relagdo matricial significa que
2e =0
e

> X;e =0 parai =1, ...k
Note-se que a nulidade da soma dos des(0s, =0) decorre do fato de o

modelo ter um termo constani®)(fazendo com que a primeira colunaXieseja um

vetor com todos os elementos iguais a 1.
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Sendo nula a soma dos desvios, concluimos que
YY, =X, (4.9)
Mostraremos, a seguir, que= (X'X) X'y € um estimador ndo-tendencioso de
B . Substituindo (4.2) em (4.7) obtemos
b = (X'X)X'(X8 +u)
ou
b=p+(X'X)*X'u (4.10)
Lembrando as pressuposic¢oes Il e lll, verificamas q
E(b) =8, c.q.d.

4.3. Variancias e covariancias das estimativas dos parametros

A matriz
E[(b-B)(b-B)]

é por definicdo, a matriz das variancias e covai@ndas estimativas dos parametros,

pois
E[(b-B)(b-B)] =

E(a-a)’ E(@a-a)b,-B) ... E(@-a)b -p5)
E(a-a)(b - 5) E(b, - B)° ... EM®-=-8)0b -L)

E(a_a)(bk _IBk) E(b1 _ﬂl)(bk _ﬂk) E(bk _ﬂk)2

Considerando (4.10) e notando que a matrix é simétrica e, portanto, igual a
sua transposta, obtemos
E[(b - B)(b - B)'] = E[(X'X) " X'uu'X(X'X) "]
De acordo com (4.3) e com a pressuposicao Il, segugie
E[(b - B)(b - B)T = (XX) X 'Ta*X(X'X)™
ou

E[(b -B)(b -B)]=(X'X) "0 (4.11)
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4.4. Variancia de uma combinacéo linear das estimat  ivas dos parametros

Sejac’ um vetor-linha conp =k + 1 constantes:

c =[c0 cC, C ... ck]
Determinemos a variancia @ .
Sabemos que
E(b) =p
Entao
E(cb)=c'B
Desde quec’b € uma matriz com um Unico elemento, temos
V(cb)=E(cCb-Cp)’ =
=E[c(b-p)* =
=E[c(b-B)(b-P)'c]
Considerando (4.11) obtemos
V(c'b) =c'(X'X) *co? (4.12)
Uma aplicacdo importante desse resultado é a desgéo da variancia da

estimativa Q?h) de um valor da variavel dependente.

Considerando o modelo de regresséao linear multipla
Y =a+ B Xy + B X, +...+ B Xy +u;, j=1,...n
ou
y=Xp+u,

a estimativa do valor deY, dados os valoresX,,X,,,...,X,, das variaveis

explanatérias, é
Yh :a+b1x1h +b2x2h +"‘+bkxkh
ou

Y, =x\b, (4.13)
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onde
Xh :[1 X Xon xkh]
O vetor x}, pode ou ndo ser uma das linhas da matriz

Em (4.13) notamos qué?h € uma combinacdo linear das estimativas dos

parametros. Entdo, de acordo com (4.12), obtemos

V(Y,) =X, (X'X)™x, 02 (4.14)

4.5. Analise de variancia da regresséao linear multi  pla

De (4.5) e (4.6) segue-se que a soma de quadradodedvios, ou soma de

quadrados residual, é dada por
€e=y'y-2b'X'y +b'X'y
ou
S.Q.Res. =e=y'y -b'X'y (4.15)

Sabemos que a soma de quadrados total é dada por

Y)Y’
T_yy_

S.Q.Total =X y? = XY} - -

(4.16)

A soma de quadrados de regressao € dada por

S.Q.Regr. =Z(\?j -Y)? =Xy =

_yye BN
. n
— O (ZY’\J)2 —
_yy— =
n
- oxoyxp - EN)
n
7 \2
=b'X'Xb ——(Z:? )

Considerando (4.6) e (4.9) segue-se que
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2
S.Q.Regr=b'X'y - (ZI;) (4.17)

De (4.15), (4.16) e (4.17), concluimos que
S.Q.Res. = (S.Q.Total) — (S.Q.Reqr.)

Sendop =k + 1 0 numero de parametros da regressao, podeznusndtrar que
E(S.Q.Res.) ={—-p)o?.

Para isso definimos, inicialmente, as matrizes

H = X(X'X) X’

M =1 =X(X'X)"X'=1-H

As matrizeH eM sé&o simétricas e idempotentes, isto €,

HH =H
e MM = M (4.18)

Verifica-se, também que

HX =X ou X'H=X'

MX =0 ou X'M =0, (4.19)
onde0 é uma matriz de zeros.
Temos que
e=y-y=y-Xb=y-X(X'X)*X'y =
=[1 = X(X'X)" Xy =
=My =M (Xp +u)
Considerando (4.19), segue-se que
e=Mu (4.20)
De (4.18) e (4.20) segue-se que

S.Q.Res. =€e=u'Mu (4.21)
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Como €e é uma matriz com apenas um elemento temos que
€e=tr(u'Mu)

Lembrando o teorema de algebra de matrizes quieedsta que o traco de um
produto de matrizes ndo € afetado por uma mudamgadem dos fatores, desde que o

novo produto também seja definido, obtemos
ge=tr(uu'M)
Considerando (4.3) e a pressuposicéao I, segueese q

E(S.Q.Res.) =E(ée) = g*tr(M )

Mas
tr(M) = tr[l = X(X'X)*X']=n-(k+1) =n-p
Entéo
E(S.Q.Res.) X(n- p)a?, (4.22)
c.q.d.

Nos exercicios 4.25 e 4.26 € indicada a maneiraocpodemos obter as
expressoes patS.Q.Total.) E(S.Q.Reqr.).
Esses resultados nos levam a construcdo do se@sgtema de andlise de

variancia:
Analise de Variancia
C.V. G.L. S.Q.
2
Regresséo k=p-1 b'X'y - Y))
n
Residuo n—p y'y —b'X'y
Y.)?
Total n-1 y'y - @v)”
n

O quadrado médio residual, dado pelo cociente Y& — p), é, portanto,

uma estimativa ndo-tendenciosa da variancia do o). Substituindo o por
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s = Q.M.Res. na expressao (4.11) obtemos a matrizstamativas das variancias e

covariancias das estimativas dos parametros:
V(b) = (X'X)*s? (4.23)
E possivel demonstrar que, se 0s empstém distribuicdo normal e sg, =

B, =...= B, =0, o cociente

E = Q.M.Regqr.
Q.M.Res.

tem distribuicdo d& comk en —p graus de liberdade. Entédo, o vafoassim obtido é

utilizado para testar a hipétese
Ho:f =B, =...= B, =0

Obtidas as estimativas dos desvios padrfes damatises dos parametros,
dadas pelas raizes quadradas dos elementos daaliggocipal da matrid X'X)™*s?,

podemos utilizar o valor

:b|_:8i

t ,
sb)

(4.24)

associado a — p graus de liberdade, para testar hipéteses a tespes valores dos

parametros.

Podemos, ainda, construir intervalos de confiaraga ps parametros. Escolhido

o nivel de confianga, e sendgo correspondente valor critico deo intervalo de
confianca pargs, é
bi _tos(bi)<18i <b| +tos(bi) (4.25)

Devemos ressaltar que tanto o telsteomo o intervalo de confianca sé séo

validos se os erros; tiverem distribuigdo normal.

O coeficiente de determinacdo multipla é definido p

R? = S.Q.Reqr.
S.Q.Total
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e mostra a propor¢cdo da soma de quadrados totaé de&plicada” pela regresséo

multipla.
Temos que

R? = S.Q.Res.

1- =Yt Skl
S.Q.Total

O coeficiente de determinacéo corrigido para gdeuiberdade € definido por

1

(S.Q.Res.)

1-Re = 12F =12 a-RY)
~~ (S.Q.Tota)
n-1

ou

rRe=R-Pla-Rry
n-p

4.6. Demonstragdo de que b é um estimador linear nd  o-tendencioso de

variancia minima

Para demonstrar que os estimadores de minimos agleadisdo estimadores

lineares nao-tendenciosos de variancia minima, sacwnsiderar, inicialmente, a
combinacio lineac'p dos parametros. Um estimador@e c'p € c'b =c'(X'X) ' X'y.
Na secaatl.4 vimos quec’b é um estimador ndo-tendenciosoaje e que, de acordo
com (4.12), sua variancia é
V(c'b) =c'(X'X)"co?
Consideremos um estimador linear qualqée-*rg’y de @ =c'B . Note quec’b &
um caso particular dé, comg' =c'(X'X) X’

Temos

6=gy =g'(Xp+u) =gXp+g'u (4.26)
Entdo, para qué seja um estimador ndo-tendenciosod, isto &, para que

tenhamo£(6) = c'p, devemos ter

gX=c (4.27)
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De acordo com (4.12) e (4.27), obtemos
V(c'b) =g'X(X'X) ™ X'go? (4.28)

De (4.26), obtemos

9- E(é) =g'u
Donde

V() = E[6-E(O)]? =

= E(guu'g)
Como E(uu') =10?, podemos escrever

V() = ggo? (4.29)
De (4.28) e (4.29) segue-se que

V() -V(cb) =[gg-gX(X'X)*X'glo? =
=g[l - X(X'X)*X|go*=
=g'Mgo?

Vimos, em (4.21), queée=u'Mu. Ora, €e=0 porque é uma soma de

quadrados. Portant®l é uma matriz semidefinida positivaggMg = 0. Concluimos

entdo que
V() =V(ch), (4.30)

onded =g'y € qualquer estimador linear ndo-tendencioso'gle
Consideremos o caso particular em que

¢=[0 ... 010 ..0],

isto é, oi-ésimo elemento do veta' € igual a um, e todos o0s outros sao iguais a zero.
Entédo a desigualdade (4.30) fica

V(@) zV(b)

onded = g'y é qualquer estimador linear ndo-tendencios@de
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Esse resultado mostra que, dentre os estimadoszsdis ndo-tendenciosds, €

0 que tem menor variancia, isto €, os estimadomesminimos quadrados sao

estimadores lineares ndo-tendenciosos de variarioiana.

4.7. O uso das variaveis centradas

Para simplificar os calculos, muitas vezes tralmalsa com as variaveis

centradas
X =X; =X, i=1,2,..k

onde

:1 X
n*

=

X i

Neste caso o modelo estatistico fica
Y =B+ B+ BXg +U;, J=1,2,..0
ou em notacgao matricial,
y=XB+u
com as devidas mudancgas nas definicdes das matries

As matrizesX'X e X'y ficam

n 0 0 0
0 XX XXXy .. ZXyXy
XX =0 ZX Xy XX5, . XXpyXy
0 XXXy XXXy .. XX
e
CSy ]
2%,
X'y =| 2%Y,
[ 2%Y; |
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Decompondo a matri'X apropriadamente, o elemento iguah @ode ser

invertido separadamente. Entdo a estimativgge

%Y,
n

by =y

Verifica-se que a expressao (4.15) pode ser esniited segue:

n _n k n
S.QRes. Y -Y XY -Xb X xY,
= [ == =T

Como

YYP-YXY, =XY} -

2
(Z:j) =S.Q.Total,

concluimos que

S.QRegr. b LY. (4.31)
j=1

4 i
i=1

Determinadas as estimativas dos parametros do mosiebplificado, se
quisermos escrever a equacao estimada com as eiariaa forma original, basta

calcular a estimativa de dada por
a=Y-XbX (4.32)
As vezes, os célculos sdo feitos com todas asvessi@¢entradas, inclusive a

variavel dependente, ou seja, utilizamos
y; =Y, =Y
Se somarmos, membro a membro, as relacbes (4.9, pal, 2, ...,n, e

dividirmos pom, obtemos
+U (4.33)

onde

Subtraindo (4.33) das relacdes (4.1) obtemos

K
Wzgﬁﬁ+w_a
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ou

y=Xp+u-Uu (4.34)
onde
Y, X1 Xog eee Xy B,
y= 3{2 X = x:12 x:22 x,:2 b= ,3:2
. N X o | LB

e U é um vetor-coluna comelementos iguais a
_ 1
n

E facil verificar que, neste caso, a matk2X é igual & do modelo onde apenas
as variaveis independentes séo centradas exclaipdeira linha e a primeira coluna,
e a matrizX'y é igual a do mesmo modelo, excluindo apenas ogminelemento. Os
termosy'y e b'X'y de (4.15) correspondem, respectivamente, a songuaeérados
total e a soma de quadrados de regressédo, de manein coeficiente de determinacgéo
é
- b Xy

yy

RZ

As propriedades dos estimadores ndo sdo afetadasupe de variaveis
centradas. Assim, substituindo (4.34) na expressao
b =(X'X)™"X'y
obtemos
b=(X'X)"X'(Xp+u-1)=
=B+ (X'X)*X'u-(X'X)"'X'tu (4.35)
A primeira vista, o resultado obtido em (4.35) &einte da expresséo (4.10),

obtida quando as variaveis ndo sédo centradas.t&miive os elementos do vetei'u,

com variaveis centradas, sao
2xU=uXx; =0
]

J

Entéo, a expressao (4.35) fica
b=p+(X'X)"'X'u,
que é a relacéo (4.10).

Assim, da mesma maneira que no modelo sem cestrargveis, temos:
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E(b) =8

V(b) = (X'X)"o?

4.8. Exemplo de uma regressao linear multipla comd  uas variaveis

explanatoérias

Na tabela 4.1 apresentamos os valores de uma andests observacdes das

variaveisY;, X;;e X,,.

TABELA 4.1. Valores de trés variaveis em uma amostraatesérvacoes.

Y, Xy, Xy,
16,5 1,0 2
14,0 3,5 3
610 410 4
10,0 7,5 5
3,5 9,0 6
Obtemos:
>Y, =50 > X, =25 > X, =20
Y =10 X, = X, =
Y y; =1165 Y x;, =415 Y. x5, =10
2x;Y, =54 2%y Y; =-30 XXX, =20

Tendo em vista o modelo
Y, = By + ﬁlxlj + lgzxzj tuy,

construimos as matrizes

n 0 0 5 0 O
X'X={0 XX XX;X;|=|0 415 20
0 XXX, XX 0 20 10
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2Y, 50
Xy =|2x,Y, |=|-54
XX, Y, -30

A seguir, determinamos as estimativas dos parametro

1 0 0o 50 10
5
) 2 4
b=(XX)'Xyv=|0 £ -Z||-54|=| 4
(X'X)" Xy 3 3
o -4 83
i 3 30| [-30] |-11

A equacéo estimada €, entéo,
Y; =10+4x; —11x,,

Como

obtemos
Y, =34+4X,, -11X,,
De acordo com (4.31), temos
S.Q.Regr. =, 2. x,;Y; +b, 2%, Y; =
= 4[(-54) -11[(-30) =114
Entdo

S.Q.Res. 2 y; -114=1165-114= 25

Poderiamos, também, ter obtido o valor da soma w#rgdos residual de
(4.15):

S.Q.Res. 'y -b'X'y =

=616,5-614=2,5
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Com esses resultados podemos construir a tabelaatise da variancia.

TABELA 4.2. Andlise da Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 2 1140 57 45,6
Residuo 2 2,5 1,25
Total 4 116,5

Para 2 e 2 graus de liberdade e ao nivel de signifia de 5%, o valor critico de

F é 19,00. Portanto, o resultado é significativao i8, rejeita-se, a esse nivel de
significancia, a hipotesel, : 8, = 5, = ,@m bom programa para computador informa
gue a probabilidade caudal associadfa=a45,6, com 2 e 2 graus de liberdade, € 0,0215,

permitindo concluir que o resultado € significatam nivel de 5%, sem necessidade de
obter o valor critico d€.

O coeficiente de determinacdo multipla €

R* = 114 09785
1165

isto é, 97,85% da soma de quadrados total € “eddicpela regressao linear ajustada.

Conforme a definicdo apresentada no final da sé¢ggpodemos verificar que o

coeficiente de determinac&o corrigido para graufdedade éR? = 0,9571

Como s® = 125 temos, de acordo com (4.23), as seguintes estmsatias
variancias e covariancias das estimativas dos [edrasn

V(b,) = s?(b,) = s*(Y) = 1?25 =025

V(b,) =s(b,) = % [125= g =0,8333

; 83 83
V(b,) =s*(b,) =—-[125=— =34583
(b,) =57(b;) =2 [125=—7

cov(Y,b) =cov(Y,b,) =0
A - _ﬂ = —§
cov(b,,b,) = 3 (125 3

Temos que
a=Y-bX,-b,X,

Entao
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V(@) =V(Y)+ XV (b)) + X3V (b,) - 2X, cov(Y,b,) -
-2X, cov(Y,b,) +2X,X, cov(p,,b,)

V(a) = 025+5° GZ+42 Bg—f’ﬁzmm[ﬁ—g) = 975

Se tivéssemos utilizado o modelo com as variavés agentradas, a estimativa
da variancia da seria dada pelo primeiro elemento da diagonatimah de (X'X) s,
Podemos, agora, testar hipoteses a respeito dawesaldos parametros.
Adotando o nivel de significancia de 5%, consideremas seguintes hipoteses:
a) H,:a =50contraH , :a <50
Temos
_34-50

N 975

O resultado é significativo, pois a regido de rgeipara esse teste unilateral é

t

=-5124

t <-2920. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, rejaits a hipotese
H, :a =50, em favor da hipéteskl , : a <50.
b) H,: B, =0contraH,: 5, #0
Calculamos
t=—2"9_ - 438

408333

Como o valor critico depara 2 graus de liberdade e ao nivel de signifieame
5% ¢é 4,303, o resultado obtido € significativog i6f rejeitamos, a esse nivel, a hipotese
de queB, =0. Um bom programa de computador fornece a proloaoié caudal
associada abcalculado (= 4,382), isto é, a probabilidade de, na distgéaidet com
2 graus de liberdade, essa variavel assumir vddsolato maior do que 4,382. Essa
probabilidade € 0,0483, permitindo concluir queesuftado é significativo ao nivel de
5%, sem necessidade de obter o valor critico de

c)H,:B,=0contraH ,: 5, #0

Obtemos

t :—_11_0 =-5915, significativo

\ 34583
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Neste exemplo rejeitamos, ao nivel de significAnde& 5%, a hipotese

H,: B, =06,=0 e também rejeitamos, ao mesmo nivel de signifiean@anto a
hipéteseH, : 5, = 0como a hipdteseH, : B, = .0Quando o test& da andlise de

variancia de uma regresséao linear multipla é smatifo (rejeitando-se a hipdtese de

que B, =B, =...= B, = 0), € comum que pelo menos um dos valores de

t ,1=1,2, ...k

b
- s(b)
seja significativo, considerando-se um teste b#dtecom o mesmo nivel de
significancia. Mas nem sempre isso acontece, padeodrrer que, apesar de o tdste
da andlise de variancia da regressao ser siginificabenhum dos testespara as
hipotesesH, : 5, = O(parai = 1, 2, ...,K) seja significativo, como mostra o exemplo

apresentado na sec¢ao 4.12, na qual esse assuntoedbor analisado.

4.9. Previsao e teste de hipoteses a respeito do va  lor de combinagdes

lineares dos parametros
Consideremos o0 modelo de regresséo linear multipla
Y, =a+ B Xy + B, X, +..+ B Xy +u;, [j=1,..n
ou
y=Xp+u

Na secdo4.4 vimos que, dados os valoreX, , X,,,...,X,, das variaveis

explanatérias, a estimativa de
E(Y,) = a+ B Xy, + B, X+ + B X, =X, B
Y, =a+bX,, +b,X,, +...+b X, =xb
onde
Xp =1 Xy Xen o e Xyl
Devemos ressaltar que o vetdy pode ou ndo ser uma das linhas da mxtriz

De acordo com (4.14), temos
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V(Y,) = x, (X'X)™x, s (4.36)

Obtida a estimativa da variancia Cf’ﬁ, dada por (4.36), podemos construir o
intervalo de confianca par&(Y,) =x;p . Sendot, o valor critico d& comn —p graus

de liberdade e ao nivel de confianca adotadoenvalo de confianca é

X1 =ty X, (X'X) X, 82 < E(Y,) < Xjb + 1o)X} (X'X) x5 (4.37)

Consideremos, mais uma vez, o exemplo numéricalpda 4.1. Tendo em vista

0 modeld
Yj =B+ ﬁlxlj + lgzxzj U

obtivemos, anteriormente, as matrizes

1 0 0
5
X'X)*=| 0 E _ﬂ
3 3
o -4 8
L 3 30_
e

10

b=| 4

-11

ConsideremosX,, = 7e X,, =1 Uma vez que estamos fazendo os calculos
tendo em vista 0 modelo com as variaveis expla@at@entradas, e lembrando que
X, =5 e X, =4, obtemosx,, = 2e x,, =—3e fazemos

x, =t 2 -3

Entao,

® Se considerarmos o modelo em que todas as vamjaweiluindo a dependente, sdo centradas,
obteremos, através de (4.14), a variangia \?h -Y . Como as covariancias entvee b (i = 1, 2, ...K)

sdo nulas, a variancia de ¢ dada por

2

V(Y,) :V(yh)+"7
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Y, =x,b=51
Lembrando ques®* = Q.M.Res= 1250btemos, de acordo com (4.36),

V(Y,) =X, (X'X) *x,8* =

1
5 0O O 1
= 2 -9|o 2 -2|| |125= 54708
3 3 2
4 83
0O —— —
[~ 3 30/L73]

Para um nivel de confianca de 95%, o valor criiebcom 2 graus de liberdade

é 4,303. Entéo, o intervalo de confianca pa(# ) =a+78, + 3, é

51- 4303/ 54708< E(Y,) <51+ 4303,/ 54708
ou
1917 < E(Y,) < 8283

Consideremos, agora, que desejamos prever o \aloariavel dependenté,()
para uma nova observacgdo e que as variaveis indep&s assumem os valor¥s, ,
) ST O

O estimador d&, =x;p +u, €Y, =x;b. O erro de previséo é

Y, =Y, =x.(b-p)-u, (4.38)

Dizemos que\?h €@ uma previsdo néo-tendenciosa do valorYgeporque a
esperanca do erro de previsdo € igual a zero.

Para avaliar a precisao dfﬁh como previsdo do valor da nova observagéao,
determinamos o intervalo de previsdo, como mostrasea seguir. Para isso devemos
considerar a variancia do erro de previsao, daao488). Uma vez que, de acordo
com a pressuposicdo V, o erng,§ da nova observagao € independente dos eurgg (
=1, ...,,n) das observacdes da amostra utilizada para obdstimativa if) de g, de

(4.38) obtemos
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V(Y, -Y,) =V[x, (b -B)] +0*

De acordo com (4.14), segue-se que
V(Y, -Y,) = 02 +x, (X'X) x,0? =
=[1+x; (X'X)™x,]0?
Sendot, o valor critico det comn — p graus de liberdade e ao nivel de

confianca adotado, o intervalo de previsédo pamva nbservacéo é

XD =t [L+ X, (X'X) X, 187 <Y, < Xpb +to/[L+ X5 (X'X) X, |82

No exemplo numérico que estamos analisando, aa&starda variancia do erro

de previséo parX,, = @ X,, =1é
1,25 + 54,708 = 55,958

e o intervalo de previsdo, ao nivel de confianc@5%é, para uma nova observacdo com

esses valores d¥,, e X,, €

51- 4303/55958<Y, <51+ 430355958
ou
1881<Y, < 8319
Note a grande amplitude do intervalo de previsfesar do elevado coeficiente
de determinacdoR® =0, 978%la equacao ajustada.
A previsdo do valor da variavel dependente para mova observacao pode ser
feita para valores dg, fora da regido onde estdo os valores das variéxplanatorias

da amostra, isto €, pode ser feita uma extrapald@@anesma maneira que no caso da
regressao linear simples (ver se¢@®?, a validade da equacdo estimada, fora do
intervalo das observacdes, deve ser cuidadosareemteinada.

A expresséao (4.14), que da a varianciaYAq;eé um caso particular de (4.12).

Uma outra aplicacdo de (4.12) é o teste de hipgi@sespeito de combinagdes lineares
dos parametros. Admitamos que se queira testar,exemplo que estamos
desenvolvendo, a hipotesH, :28, + 5, = €ontra a hipdteseH , :25, + 5, <0,
considerando um nivel de significancia de 5%. Ataepe da nulidade pode ser escrita

H,:cp=0
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onde
¢=[0 2 1]
Para testar essa hipétese calculamos, de acord®cba),
V(c'b) =c¢'(X'X) ™ cs? = 0125
A seguir, obtemos
{= cb-0 _ -3

=22 - = - 8485
Wby V0125

O resultado é significativo, isto é, rejeitamds, : 8, =—-25, ao nivel de

significancia de 5%, pois a regido de rejeicdo pase teste unilateralté& —2920.

4.10.Interpretacdo dos coeficientes de regressdo d e uma regressao linear

multipla com duas variaveis explanatorias

Consideremos o0 modelo de uma regressao linear coas drariaveis

explanatérias, com todas as variaveis centradas:
Y =B + BoX,; +u; —U (4.39)

Neste caso, temos

erzl:lezj lejXZj} ’X'y:{lejyi:|

XXXy XX, 2%Y)
e
(X'X)™* = 1 2 %3, ~ 2 X%y,
ZXj XXy = (Z % %) [ =2 X%, 2%
De b =(X'X) X'y, obtemos
b - XX XXy Y~ XXy X XX Y (4.40)
xS EX5 (XX %p;)
e
b, = lezj zxzj Yi _lejXZi ZXlJ' Yi (4.412)

foj szzj -2 leXZj)2

143



Vamos indicar os desvios da regressaoxgeem relacao ax,; por v, e os
desvios da regressao ge em relacao &,; por z; . Sejaé a estimativa do coeficiente
de regressao deg; em relacdo av,. Demonstraremos que, = g, isto é, que a
estimativa do coeficiente de regressaoxgenuma regressao linear com duas variaveis
explanatérias mede comy varia em fungao de;; , apoés eliminar dessas variaveis a
influéncia linear dex,;. Analogamentep, € uma estimativa de comp, varia em
fungdo dex,;, descontando-se, previamente, as variagcoeg, de x,; que possam ser
devidas a influéncia linear dg; .

Em outras palavrady estima o efeito linear d&,, sobreY depois que essas
variaveis sdo depuradas da influéncia linearXde Analogamentep, estima o efeito
linear de X, sobreY depois que essas variaveis sdo depuradas daniciflunear de
X;.

Sabemos que para uma regressao linear simplgs ém relagdo ; temos

N XY
desvio =Y. VY =Y, —-bx. = y - 170 |y
] I J J J ZXJZ j
Segue-se que
X Xy Xy,
ViTXy T e | (4.42)
J J ZXZZJ 2j
e
2%y, Y
Zi =Y T e | % 4.43
J yJ ZX22] 2j ( )

Comox,;, X,; €y, ttm médiaigual a zerw, e z; também tém media igual a

j
zero. Entdo, a estimativa do coeficiente de regredsz; em relagdo &, €
2VvZ,

9=
2V

(4.44)

Mas

_ 2 X%, %y _ 2% Y,

Tvz =3 %, A ||y, .
17 J szzj J J ZXZZI_ J
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Desenvolvendo e simplificando, obtemos

2 X %o 2 %) Y
Yvz, =YX, Y, 2= 2 (4.45)
2 X5
Analogamente, obtemos
(X ;%)
SV =Y x2 - I (4.46)
J 1j szzj

Substituindo (4.45) e (4.46) em (4.44) e multipida numerador e
denominador pop. xzzj , Obtemos
zXzzj XY XK X 2 X, Y
lezj ZXS,‘ —(leszj)z
Comparando (4.47) com (4.40), verificamos que

b, = 6, c.q.d.

6= (4.47)

Para melhor esclarecer o assunto vamos desenwsgas etapas no exemplo
numérico da tabela 4.1.

Vamos calcular, inicialmente, os desviag)(da regressao dg; em relacao a
X, » dados por
Vi =X~ 2%y,
e os desvios; ) da regressao dg, em relagao ,,;, dados por

Z, =y, +3x2j

Tais valores constam na tabela 4.3.
TABELA 4.3. Valores dey;, X;;, X,;, V; (desvios da regressao dg

contrax,,; ) e z; (desvios da regressao ge contrax,; ) obtidos com
base nos dados da tabela 4.1.

Yi Xy X3 Vi Z|
6,5 -4 -2 0 0,5
4 -1,5 -1 0,5 1
-4 -1 0 -1 -4
0 2,5 1 0,5 3
-6,5 4 2 0 -0,5

A estimativa do coeficiente de regressaczdeem relagdo &, €
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que € o valor que ja haviamos obtido para

A analise que fizemos para uma regressdo com daddveis explanatorias
pode ser generalizada para o caso de uma regrissao multipla comk variaveis

explanatérias. Pode-se demonstrar que a estimdiiyalo coeficiente de uma variavel
X; de uma regressao linear multipla, normalmentedakdiraves de (4.7), poderia ser

obtida percorrendo-se as seguintes etapas:

a) calculo dos residuosv() da regressdo deX; contra todas as outras

variaveis explanatorias;

b) calculo dos residuosz() da regressao d& em relacdo a essas mesmas
variaveis, isto €, as variaveis explanatorias exetuXx; ;
c) determinacao da estimativa do coeficiente de regoedez; em relacao a

v;, que € igual d, .

Resumindo, podemos afirmar que, ao ajustarmos egragsao linear multipla
através do método dos minimos quadrados, a estardi coeficiente de uma variavel

X, mede o efeito linear d&X; sobreY depois de terem sido “descontadas” de ambas

essas variaveis as “influéncias” lineares de toaksoutras variaveis explanatorias

consideradas no modelo.

4.11. Os coeficientes de correlacao parcial

Consideremos 0 caso de uma regressdo linear mauktipin duas variaveis
explanatérias, cujo modelo estatistico, utilizatattas as varidveis centradas, é (4.39).

Lembrando que indicamos per os desvios da regressao linearxdge contra

Xy

; € por z; os desvios da regressdao ge contrax,;, o coeficiente de correlagdo

parcial entrey; e x,; (ryy,) &, por definicdo, o coeficiente de correlagaoeenf e v,

isto &,
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2V z
r = - -
Y1z > >
IV 27

Deduziremos agora a expressao que relaciona cerdé de correlacdo parcial

(4.48)

vz COM 0s coeficientes de correlagdo simples epfre x,; , entrey, e x,; e entre
X,; €X,;, indicados por,,, Iy, €r,,, respectivamente.

Considerando (4.42) e (4.43) temos, por analogia @46), que

2
>z2 =Yy Sy, Zy") (4.49)
2
Substituindo (4.45), (4.46) e (4.49) em (4.48) eoids
= d (4.50)

r.Y]JZ -
\/{ " X, =Y XX,

Dividindo o numerador e o denominador gﬁZ x; 2y}, verifica-se que

ly, = f
er - Y1 = 12°Y2 = (451)
\/(1_ r12)(1_ rvz)

Analogamente, temos

Iy, =I,r
fyoy = Y2 _ 12'v1 2 (4_52)
\/(1_r12)(1_rY1)

Consideremos o exemplo numérico da tabela 4.1. ¥aralzular, inicialmente,

os valores dos coeficientes de correlagdo simples:

XV _
ry, = Y - > - 0776617
\/Z X2 Yy? 441501165
X, V. —
ry, = 2% 30 =-0878938
\/Zxé,- >y? 1001165
XX,
5% 20 _ (981761

|"12 = =
\/Z X2 TxZ 41500
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Essas correlagcdes simples sdo apresentadas comhegnamero de decimais
para evitar erros de arredondamento nos proximesloa. Substituindo esses valores

em (4.51), obtemos
fyp = 0952
Esse coeficiente de correlacdo parcial também ped®btido calculando-se o

coeficiente de correlagao simples entre os valdeeg e z; , da tabela 4.3.

_oXvizy 6

Mo, = = = 0952
o Evizz (150265

E importante verificar a relagdo existente entre eowficiente de correlagéo
parcial e o correspondente coeficiente de regre8(4.50), obtemos

5%, %, £X Y, Y%, %)’
(Zx“yi_ o Jy]J szfi‘( ;])(2-])
- 2]

(. 5 E -
{foj ‘(ZX“X)ZZJ)} \/zyjz_(zxziz’i)

2]

Multiplicando o numerador e denominador da priménacao poer,fj e
lembrando (4.40), segue-se que
lez _(lejXZj)z
) S _ J(S.Q.Resx; |x,))
\/Z y-2 _ (ZXZj y,-)z \/(S-Q-Resyj |X2j)
J 2

v =0

2j

ou

b=t J(S.Q.Resy, | x,)
™ JS.QResq; [x,)

(4.53)

Analogamente,

. J(S.QResy; |x;)
© T S.QResq,; )

(4.54)

As relacdes (4.53) e (4.54) devem ser comparadasaaelacéo (3.4).
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Essas relagbes mostram que um coeficiente de agdieelparcial sempre tem
sinal igual ao do respectivo coeficiente de regmessa regressao multipla. Mas o
correspondente coeficiente de correlacdo simplele per sinal oposto, como ocorre

comr,, e r,, no exemplo analisado. Vimos qug = -0,776617 &, = 0,952. O

esquema a seguir procura mostra como isso € pbssive

r, =0,981761
Xl X2

O efeito direto deX, sobreY € positivo, como mostra o valor d¢be ou o valor
de r,,. Mas X, tem forte correlacdo positiva cod, que, por sua vez, tem forte
efeito negativo sobr&. A correlagéo simples entr¥, eY “mistura” os efeitos direto e
indireto (via X,) de X, sobreY. Neste exemplo o efeito indireto € negativo e supe

efeito direto positivo, fazendo com que a corradagignples (,,) seja negativa.

Veremos, a seguir, uma outra maneira de interpresarcoeficientes de

correlagéo parcial.

Vamos considerar ainda o caso de uma regressa@la@om duas variaveis

explanatorias, ou seja, a regressaog/dem relagdo x;; e x,;. De acordo com (4.31),

a soma de quadrados de regressao € dada por
(S.Q.Regr.dey; [ x; € X,;) = b, X%, y; +b, 2%, Y,
ou, lembrando a definicdo do coeficiente de detesigiio multipla R?),
(S.Q.Regr. dey; |x,; e x,;) = R X y?

A “contribuicdo dex,;” para essa soma de quadrados € a diferenca aske e
valor e a soma de quadrados de regressao da @glegsar simples dg; contrax,, ,
isto é,
(Contribuicao dex,; ) = (S.Q.Regr. degy; | x; € X,;) — (S.Q.Regr. dg/, | X,;) =

=R Iy -1, 2] (4.55)
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Para medir a importancia da “contribuicdoxjg”, comparamos seu valor com a
soma de quadrados residual da regressao linealesim@y; contrax,;, por meio do

cociente

o= (Contribuidodex;; ) _ REY Y -1,2y! _R*-1, (4.56)
(S.Q.Resdey; | x,;) zyjz _r\(zzzyj2 1-r),

Esse cociente, chamado coeficiente de determinggéal entrey; e x,;, €,
no maximo, igual a um. Isso ocorre quando a intgédwa variavek,; “explicar” (em
termos de soma de quadrados) tudo o xyjedeixou de explicar. Esta claro que, neste
caso, o coeficiente de determinacdo multipla tambeéra igual a um.

Para obter a expressdo do cociegteem fungdo apenas dos coeficientes de

correlacédo simples, utilizaremos a relacéo

2 2
Iy ~ 2r12rerY2 Iy,

R? =
1-r}

(4.57)

que pode ser obtida (ap0s varias passagens al@elie podem ser desenvolvidas,

como exercicio) substituindo (4.40) e (4.41) em

b IXy, +b, Ty,

R2
2y;

Substituindo (4.57) em (4.56), simplificando e fatalo, obtemos

@= (rys _rlzrvz)z
@a- 122)(1_ r\/22)

Comparando esse resultado com (4.51), concluima&s ajuoeficiente de

determinacao parcial entrg; e x,; € igual ao quadrado do coeficiente de correlagao

parcial entre as mesmas variaveis. Entdo (4.58) fic

(2= (Contribuicéodex; ;) _ R* -1},
(S.Q.Resdey, |x,;) 1-r1,

(4.58)

Analogamente,
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2 (Contribuigéodex,;) _ R*-r2
" (S.QResdey, |x;) 1-r}

(4.59)

Para o exemplo numérico da tabela 4.1, temos

(Xx¥)° _ (307 _

> 0
2 X5 10

(S.Q.Regr.e vy, |x,,) =

(S.Q.Res.dey; | x,;) =1165-90= 265
Anteriormente ja haviamos obtido (ver tabela 4.2)
(S.Q.Regr.@ y, | x; ex,;) =114
Entéo
(Contribuicdo dex;;) =114-90=24
De acordo com (4.58) temos

12, =22 = 0905660
265

Extraindo a raiz quadrada e adotando, de acordo(4d8), o sinal dé, , temos

fyyy = 0952

que ja obtivemos anteriormente de (4.51).

Podemos verificar a significancia estatistica dantdbuigédo dex,;” por meio

de um testé&, como é mostrado na tabela 4.4.

TABELA 4.4. Anélise de Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regr. dey; | x,; 1 90
Contribuicao dex,; 1 24 24 19,2
Regr. dey; | x; ex,, 2 114 57 45,6
Residuo 2 2,5 1,25
4 116,5
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Dividindo o quadrado médio referente a “contriboigie x,;” (que € igual a

respectiva soma de quadrados, pois esta tem 1dgréberdade) pelo quadrado médio
residual da regressdo multipla obtiverkos 19,2.

Ao nivel de significancia de 5%, o valor critico Be para 1 e 2 graus de
liberdade, é 18,51. Portanto, o resultado obtidigficativo.

E importante observar que esse teBteé equivalente ao teste feito

anteriormente na sec¢dad8, para testar a hipotedé, : 5, = odontraH,: S5, #0. Note

qgue o valor dd- obtido (19,2) é igual ao quadrado do valort @alculado para testar
essa hipotese (4,382).

Até aqui analisamos o conceito de correlacdo dapasa o caso de uma
regressao linear com duas variaveis explanato@asonceito pode, entretanto, ser
generalizado para o caso de uma regressdo linedtiplmicom k variaveis
explanatérias. Apenas para facilidade de notac@osideremos o coeficiente de

correlagdo parcial entrg; e x,; (ry s, )- Sendov; os desvios da regressao multipla

de x,; contra X,;,Xs;,....%; € z 0s desvios da regressdao multipla ge contra

i
X;i1 X3j,- %, O cOeficiente de correlagdo parcial enyre e x;; €, por definicdo, o
coeficiente de correlagao simples entre e z;. Pode-se demonstrar que o mesmo
resultado é obtido de

. _ (Contribuigaodex;;)
Y 123.k (SQResdeyl |X2j’X3j""’ij)

onde

(Contribuicéo dex,; ) =

= (S.Q.Regr. dey; | X, X, Xgj 5., X ) — (S-Q.Reqr. dgy; | Xy, X544, X)

A significancia estatistica da “contribuicdo #g" pode ser testada por meio de

uma decomposi¢do da soma de quadrados de regressmesta indicado no esquema

a seqguir.

® Ver a seca®.3 (p. 132-135) de Johnston (1972), para uma outneeitmde obter os coeficientes de
correlacdo parcial.
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Esquema da Analise de Variancia

C.V. G.L.
Regr. dey; | X,;, X;; .- %y k-1
“Contribuigao dex,; ” 1
Regr. dey; | X, Xy, Xgj -1 Xy k=p-1
Residuo n—-p
Total n-1

Pode-se demonstrar que o testepara a “contribuicdo dex,” € sempre
equivalente ao test¢ da hipoteseH,: 5, = Ocontra H,: 5, # Q isto &, se
t, =b,/9b,), temos

_ (Contribuicaadex;;)

t <
e (Contribuig&o dex,;) = ts

A soma de quadrados residual da regressdo conépleta p)s®. Entdo a soma
de quadrados residual da regressao sgme (n-— p)s® + (Contribuicdo dex,) e 0
coeficiente de determinacdo parcial enyree x,; €

2 (Contribug&odex,;)

Yhigh —

(n- ps’ +(Contribugaodex,; )
Segue-se que

2~ ks
T (n- ps® + s

ou

t2
r.2 = h
Yhizh tﬁ +n- p
Essa expressao permite obter com facilidade umcterte de determinacéo
parcial a partir do valor de referente a hipotese de nulidade do coeficiente

correspondente na regressao multipla.
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4.12. Intervalos de confianca e regides de confiang  a para 0os parametros

Consideremos, novamente, o0 modelo de regressaar lowan duas variaveis
explanatorias:

Y, :a+ﬁlx1j +:82xzj U

Nesta secdo vamos utilizar um novo exemplo numébaseado na amostra de 6

observagbes apresentada na tabela 4.5. Pode-sigaveque Y =95, X, =15 e

X, =3. A mesma tabela mostra os valores das variavetsatiasy, , x,; € X,; .

TABELA 4.5. Valores de trés variaveis em uma amostra@observacoes.

Yi Xyj X2 Yi Xy X3

15 0 0 -8,0 -1,5 -3

6,5 1 2 -3,0 -0,5 -1
10,0 1 4 0,5 -0,5 1
11,0 2 2 15 0,5 -1
11,5 2 4 2,0 0,5 1
16,5 3 6 7,0 15 3

Tendo em vista o0 modelo com todas as variaveisaae, obtemos

X = YXG XXXy, _[55 9
XXXy XX, 9 22

o2y | 255
X'y = =
g [szjy,] {49}

u 9
20 40 055 - 0225
(X'X)™* = =
9 111 |-0225 01375
40 80
] =1\/1 3
e b=(X'X)"X'y = 1
A equacéo estimada é
Y, =3X,; + Xy,

ou
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Y, =2+3X,; + Xy,
A tabela 4.6 mostra a analise de variancia da segce verificando-se que
R? = 0977.

TABELA 4.6. Andlise da Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 2 125,5 62,75 62,75
Residuo 3 3 1
Total 5 128,5

Comos? =1, temos
V(b,) = 055 e V(b,) =01375

Seguindo o procedimento apresentado na secao &efifg;a-se que

5o _ 37
V(@) ==
(@) =¢c

Adotando um nivel de significancia de 1%, o valdtiao deF, com 2 e 3 graus
de liberdade, é 30,82. Portanto, o resultado éfgigtivo, isto €, rejeita-se, a esse nivel
de significancia, a hipotesd,: 8, =5, = .0

Para testar a hipotes¢, : 8, = , €ontraH , : S, # 0, calculamos

t=—S_ = 4pas

\J 055

Como o valor critico dé para 3 graus de liberdade, ao nivel de significade

1%, é 5,841, o resultado obtido ndo é significatigto €, ndo rejeitamos a hipétese
H,: 5, =0.
Para testar a hipotes¢, : 5, = dontraaH,: 5, # 0, calculamos

t= 1 = 2697, nao significativo

401375

E interessante notar que neste exemplo, emboraejgitey ao nivel de
significancia de 1%, a hipotesd,: B, = 5, = , @80 se rejeita, a0 mesmo nivel de
significancia, nem a hipotesél,: 5, = , em a hipoteseH,: 8, = .0Veremos,
adiante, porque isso pode ocorrer.

Na secaat.5 vimos que o intervalo de confianga para o paranmgirde uma

regressao linear multipla é
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b -%b)<pB <b +4s(b)
Vamos determinar os intervalos de confianca, aelrde confianca de 99%,
para os parametras, S, e 5,, com base nos dados da tabela 4.5. O valor cdé&te,

neste caso, 5,841.

Temos
a=2,b=3eb,=1.

O intervalo de confianca pamé

2- 584]1/3—7 <a<2+ 584]1{3—7
60 60

ou
-2,59 <0< 6,59
O intervalo de confianga pay, é
3- 5841/055< B, <3+ 5841/055
ou
-133< B, <733
O intervalo de confianga paid, é
1- 5841/01375< 3, <1+ 5841/01375
ou

-117< B, < 317
Esses intervalos de confianca devem ser interggetadom cuidado.
Consideremos, por simplicidade, apenas os parasngfoe S,. Na figura 4.1

assinalamos os intervalos de confianca e tracamagpse que delimita a regiao de

confianca, ao nivel de confianca de 99%, para gs®&snetros. Note que, apesar de
tanto o intervalo de confianga pafia como o intervalo de confianga pafia incluirem

o valor zero, o pontof = 0, 5,= 0) ndo pertence a regido de confianca pare £, .

E por isso que, embora os valorestdebtidos ndo nos levem a rejeitar, ao nivel de
significancia de 1%, as hipoteskls : 5, = 00H,: B, = 0, o teste- permite rejeitar,

a esse mesmo nivel de significancia, a hipotéses, =5,= . 0
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Figura4.1 A regido de confianga para os paramep® £, .

O conjunto de pontos do retangW8CD corresponde aos valores @& e £,
que pertencem aos respectivos intervalos de caafiaRoder-se-ia pensar que esse
retangulo seria a regido de confianca péya f,. Entretanto, embora esse retangulo e
a regido de confianca correta (eliptica) tenham amea em comum, é f4cil verificar
que existem pontos do retangulo que ndo pertencesgi@ao de confianca (como é o
caso def, = B, = 0) e pontos da regido de confianga que ndorpEme ao retangulo.

Vejamos, agora, como foi obtida a elipse da figuia

Para o modelo de regressao linear multipla, conmastods pressuposicoes
apresentadas na segta, pode-se demonstrar que

1

(Cb-CB)'[C(X'X)™CT™(Cb~-Cp) o~

=F (4.60)
ondem é a caracteristica da matriz de consta@ted- esta associadora e n —p graus

de liberdade.

A relacéo (4.60) é muito geral. Mostraremos, ilimente, que o teste relativo
a hipoteseH, : 8, =53, =...= B, = (€ um de seus casos particulares.

Consideremos o0 modelo de regressao linear multipia todas as variaveis

centradas:
k
Y, =zl,3| X, +u, -0 (4.61)

FazendoC =1,, ondel, € uma matriz identidade com caracteristica k, a

hipétese da nulidade fica
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H,:Cp=0
Em (4.60), fazend€ =1, e Cp =0, obtemos

_b'X’Xb

F ke?

Lembrando quédd = (X'X) ™" X'y, obtemos
b'X'y
_ b'X'y _ k _QMRegr

F :
ks® s? Q.M.Res.

gue é, como sabemos, o valorFl@sualmente calculado para verificar a significanci
estatistica da regresséao ajustada.

Um outro caso particular de (4.60) é o testpara a “contribuicdo” de uma
variavel que, como vimos na secddll equivale ao testé relativo a hipotese

H,: B =0. Consideremos o modelo (4.61) e admitamos, paiitda a indicacdo, que
se deseja verificar se a contribuicdo da varixyele significativa, ou seja, vamos testar
a hipoteseH,: 5, = 0

Fazemos

C:[l O 0 .. O], Cuja caracteristicaré = 1.
Entdo, a hipétese da nulidade pode ser escrita seque:
H,:Cp=0
Temos, também, que
Cb=hb,

C(X'X)™C'=w,,,
ondew,, é o primeiro elemento da diagonal principal(ex)™.

Substituindo esses resultados em (4.60) e considieigueCp =0, obtemos

F - bl(Wll)_lbl - b].2
s? w,,s”

Comow,;s* = s*(b, ) segue-se que

- JE =Bl
ltEVF <)
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Uma vez que o quadrado de um testé sempre igual a um teske com
numerador associado a um grau de liberdade, poderdecar que a relacdo (4.60)
engloba, como caso particular, qualqueglativo a uma hipétese sobre o valor de um

parametro ou sobre o valor de uma combinacéao loe@arametros, incluindo-se, neste

ultimo caso, um teste a respeitoEér, . )

Se, escolhido um nivel de confianca, substituirihosm (4.60), pelo seu valor

critico F,, essa relagdo nos fornecera os limites de umvalteou de uma regiao de
confianca (dependendo de como é definida a matyizOs pontos pertencentes ao
intervalo ou regido de confianca obedecem a ddsigde
(Cb -CB)'[C(X'X)™C']™(Cb-CB) < F,m¢’ (4.62)
Consideremos, por exemplo, que se deseja obtetervato de confianga para

B,. Tendo em vista o modelo (4.61), fazemos
C= [1 o 0 .. 0] : Cuja caracteristican@= 1.
Entao,
Cb=b,CB=8 e C(X'X)"'C'=w,
Substituindo esses resultados em (4.62), obtemos
(bl - ﬁl)(wll) _l(b1 - :81) < FoSZ
(B, - b1)2 < F0W11SZ
_\j I:0W1152 < :81 - bl <y I:0W1152
b, - v I:0W1152 <B <b+ v I:0W1152
Finalmente, comq/F, =t, e yw,;s* = gb,), temos
bl - lbs(bl) < /81 < bl + Ibs(bl)
Verificamos, assim, que o intervalo de confiangea 8, pode ser considerado
como um caso particular de (4.62).

Determinemos, agora, a regido de confianca papardsnetross, e 5, de uma

regressao linear multipla com 2 variaveis explamagd Tendo em vista 0 modelo
Yj =B, + ﬁlxlj + ﬁZXZj U

fazemos
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010
C=
0 01
cuja caracteristicam@ = 2. Entéo

qsz[lgj e Cb:{sj

Fazendo
Bi-b=q e B,-b,=q, (4.63)
segue-se que
Cb_q;:_[ql} (4.64)
q,
Temos, também, que
C(X'X)™*'C' =
1 0 O1|[o O
0 1 ofn
= 0 w, w,|l1 0|= Y W
0 01 W, W,,
0 w, w,||0 1
Donde
2
[C(X'X)C™ = 2%, quﬁz; (4.65)
XXy XX
Substituindo (4.64) e (4.65) em (4.62) e lembragqaem = 2, obtemos
2
R | e P}QFOSZ (4.66)
leszj ZXZ] d.

No caso do exemplo numérico apresentado no in&stacdsecédo, temos
XX =55 Y X5 =22
Y X% =9 s? =1
Para o nivel de confianca de 99%, o valor critieoFdcom 2 e 3 graus de

liberdade é 30,82.

Substituindo esses resultados em (4.66), obtemos
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[ q]5’5 911 % | < 2rpog2
Y% 9 22]|q,

ou

5507 +180q,0, + 2295 — 6164<0

Essa desigualdade é satisfeita pelos pontos datiostpela elipse

550 +18q,0, + 2295 - 6164=0,
que é a elipse tracada na figura 4.1.

Para mais uma aplicacdo da relacdo (4.60), coesier que, no exemplo
numerico que estamos desenvolvendo, desejamos, tastaivel de significancia de
5%, a hipotese

Ho: 5, =4 e 3,=2

Ressaltemos que esta é uma Unica hipétese envolvemacomitantemente, os

valores de dois parametros e que o teste desse$apddo equivale a fazer dois testes

consecutivos, um para a hipétddg: 5, = e dutro para a hipotede, : 3, = . 2
Fazendo
010
C=
001
a hipoteseH, : B, = 4e [, =2 pode ser indicada como segue:
4
H,:CB= [2}
Como
3
<ol
b, 1
temos que
_13-4|_ |1
co-cp=[ 34} 6

Substituindo (4.65) e (4.67) em (4.60) e lembramadem = 2 es® =1, obtemos

34T e
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Como o valor critico d&= com 2 e 3 graus de liberdade e ao nivel de
significancia de 5% ¢é 9,55, o resultado é significa isto é, rejeita-se a hipbtese
H,:B8,=4 e B,=2.

Se tivéssemos adotado o nivel de significancia %e f&o rejeitariamos

H,: 8, =4 e [,=2, pois, neste caso, o valor critico @e2 30,82. Isso pode ser
verificado na figura 4.1, notando que o ponf® €4, S, =2) pertence a regiao de

99% de confianga parf, e 5, .

4.13. Exemplo de uma regressao linear multipla com trés variaveis
explanatoérias
Nesta secdo, desenvolveremos um exemplo de regiessdr multipla com trés

variaveis explanatorias, como ilustracdo do gueijaista neste capitulo.

Na tabela 4.7 sdo apresentados 14 valores daveiarly, X,;, X, e Xj;.

Note que as trés variaveis explanatorias ja séiakas.

TABELA 4.7. Amostra de 14 observacdes para 4 variaveis.

Y, Xy = % Xaj = %y Xaj = X

|
N

8,5 -2 2
1,0 -1 -1
4,0 -1
4,0 -1
5,0 -1 1
3,0
6,0
6,0
7,0
5,0
5,0
5,0
3,0
0,5

N O O © O F B B B
O 0o or ook
|
B O O O 0o 0o o o o

N B O O
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Os valores basicos a serem calculados sao:

YY, =63 Y x; =16 Y =45
Y x5 =12 Yyi=61 Y x5 =10
XY, =82 XX, =8 2X,Y; =24
2 XX =8 2 XY, =-18 2 Xy %y = =8
Tendo em vista o0 modelo
Yj =5, +:31X1j +ﬁ2X2j +:83X3j +u;, =12, ..
construimos as matrizes
14 0 0 O 63
, 0O 16 -8 8 , -8
XX = e Xy=
0O -8 12 -8 24
0O 8 -8 10 -18
A seguir, obtemos
i 0 0
14
o L 1 _1
64 32 16
(XX)™ = 1 3 1
0 il = =
32 16 8
o -1 1 1
L 16 8 4 |
e
by 45
b= b, =(X'X)*X'y =
b2
b, -1

A equacdo estimada é

A

Y = A5+ Xy 2%y — Xy

ou, uma vez neste exempbg = X; (i=1, 2, 3),

, 14
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A

Y; =45+ Xy +2X,; = Xy

Temos
S.Q.Regr=2b 2xY, =
i i

=1[(-8) +2[24+(-1)[(-18) =58
A analise da variancia é dada na tabela 4.8.

TABELA 4.8. Andlise de Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regresséao 3 58 19,33 64,44
Residuo 10 3 0,30
Total 13 61

Ao nivel de significancia de 1% e com 3 e 10 gmeisiberdade, o valor critico
deF € 6,55. O resultado obtido é, portanto, signiiucatisto €, rejeita-se, a esse nivel
de significancia, a hipotesd,: 8, =5, =6,= .0

O coeficiente de determinacao multipla é

_s8
61

Sabemos que as estimativas das variancias e cosiasadas estimativas dos

R? = 0951
parametros s&o dadas pof'X) 's®.
Assim, por exemplo, a estimativa da variancidgé

~ 9
V(b,) :ﬁ

Entao

9
b)=.— = 0237
b.) 160 /

O intervalo de confianga pard, , ao nivel de confianga de 95%, é
2-2,228D0,237 <B, < 2+2,228D0,237
ou

1,47 < B, <253
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Para testar, ao nivel de significancia de 1%, atege H,: 5, = Q contra a

hipotese alternativad , : 5, # 0, calculamos
e
sb,) [9
160

Como o valor critico depara 10 graus de liberdade é 3,169, o resultatidoo®

= 8433

significativo, isto €, rejeita-se, ao nivel de figancia de 1%, a hipdtese de que
B, =0, em favor da hipotese de qyig Z 0.

Passemos, agora, a determinacdo do coeficientertdagdo parcial entr¥; e
X4, dados X,; e X,;. Para isso obteremos, inicialmente, as estimatias
coeficientes da regressdao d& em relagdo ax; e x,;. Sendoc,, ¢, e C, as
estimativas dos coeficientes dessa regressgoos desvios, temos

Y, =Cy + Xy + G Xyt Z
De acordo com (4.7), obtemos

-1

c,] [14 0 o0][e3
c,|=| 0 16 -8| |-8|=
c,| | 0 -8 12| |24

-~ 0 0
14
63] [ 45
= 0 332 % -8|=| 075
24| | 25
o *+ 1
i 16 8]

A soma de quadrados de regressao dessa regressao é
(S.Q.Regr. de¥; | x,;,%,;) = 0,75((-8) + 2,524 = 54
Entao
(S.Q.Res. d¢¥, | x;,%,;) =61 -54=7
Como

(S.Q.Regr. def, | x,;,X,;,X;; ) = 58,

165



segue-se que

(Contribuicdo dex;;) = 58 — 54 = 4

Entao, o coeficiente de determinagao parcial entre X, é

5 (contribuigaodexs; )

I =
YT (S.Q.ResdeY, | X, %,;) 7

Lembrando queb, é negativo, concluimos que o coeficiente de cagBs

parcial entreY; e X;; €

4
Iy = —\/; =-0756

Os demais coeficientes de correlagdo parcial podemobtidos de maneira

analoga.
Facamos, agora, o teste da hipotese
Hy: B+ B, + 8, =1
contra a hipétese alternativa
Ha: Bt B+ B %1,
ao nivel de significancia de 5%.
Fazendo
¢=[0 11 1,
a hipétese da nulidade fica
H,:c'p=1
De acordo com (4.12) temos

V(c'b) =c'(X'X) " cs? =

L 0 0

14

o L 1
64 32

=0 1 1 1

o X 3
32 16

o -+ 1

i 16 8

A seguir, obtemos

Ik

NI

030

141

640
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_cb-Ccp _2-1

D) J141
640

t

= 2130

Como, ao nivel de significancia de 5% e para 1Qgyde liberdade, o valor

critico det é 2,228, o resultado obtido nédo é significativo.

Determinemos, agora, a regido de 95% de confiaaigags parametrog, e S,

Fazemos
0010
C= ,
0 001
cuja caracteristicam = 2.

Temos que

<[] @]

e
3 1
16 18
C(X'X)'C' =
1 1
8 4

Substituindo esses resultados em (4.62) obtemos

3 1
2— 16 8 2—
-1-5] | 1 1] 7174
8 4

Como o valor critico dé& com 2 e 10 graus de liberdade, para um nivel de
confianca de 95%, é 4,10, segue-se que 0s ponttenpentes a regido de confianca
obedecem a desigualdade

I

Vﬁiﬂ {_j _ﬂ {'Zf;i} 4102030
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Sabemos que essa regido de confianca € delimitedara elipse com centro no
ponto B, =2e B, =-1

A regido de confianga parg,, B, e B, € um elipsoide num espago com 3

dimensdes. A visualizacédo desse elipsoide exigidaterminacéo e o tracado de elipses
que resultam da interseccao da superficie do @ipsdm planos perpendiculares a um
dos trés eixos coordenados, para varios valorgsmdimetro correspondente. Portanto,
é facil ver que a quantidade de calculos exigida padeterminacdo das regides de
confianca dos parametros de uma regressao cresterapidamente com o niumero de
parametros envolvidos e que a visualizacdo desgié®es de confianga se torna dificil
para mais de dois parametros.

4.14. Problemas de especificacao

Vimos, no Capitul@®, que no caso de uma regressao linear simplesbdepna
de especificacdo da relacdo entre as duas variévesiste em escolher o tipo de

funcao, isto €, o modelo matematico.

Surge outro problema de especificagdo quando maisucha variavel
explanatéria pode estar afetando a variavel depe¢edEntdo, além de escolher o tipo
de funcdo, € necessério determinar quais as vexi@planatérias que devem ser
consideradas no modelo.

Vamos analisar o que ocorre com as estimativascdeficientes quando se
cometem erros de especificagcdo da matriz

Admitamos que a relacao verdadeira seja

y=Xp+u (4.68)

e que o pesquisador, erroneamente, utilize, enr big, uma matri2V. E ébvio que,
geralmente, as matrizéseV tém algumas colunas em comum.
De acordo com o método de minimos quadrados, oufsesipr em questdo

obtera
g=(V'V)'V'y (4.69)
enguanto que as estimativas corretas seriam
b =(X'X)"Xy
Substituindo (4.68) em (4.69) obtemos
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g=(V'V)V'XB+(V'V)*V'u

E(g) =PB, (4.70)
onde

P=(V'V)*V'X (4.71)

Para mais facilmente explicar o problema, consideseum caso em que 0
modelo correto é
Y = ﬁlxlj +:82X21 +ﬁ3X31 +u; —u
e 0 pesquisador, erroneamente, obtém a equacawmdati

Yi = 0:X; 05X,

Neste caso

vV = foj PR
TX X XX

V'X:{lezj 2% Xy lejxsjil

2
leszj szj ZXZjXSj

Substituindo esses resultados em (4.17), obtemos
P=(V'V)'V'X = 10 ?1 (4.72)
0186,

onded, e g, sao estimativas dos coeficientes de regressaq,deontrax,; € X, .

De (4.70) e (4.72), segue-se que

.- 8 .
E(g){l 0 @} s, {ﬁﬁ@ﬁg}
016, B, + 86,
B
ou seja,
E(g,) = B, +6,5,
e

169



E(9,) =5, + ézﬁs

Verificamos que as estimativas dos coeficientesdobt(g, e g,) com o
modelo erroneamente especificado séo tendenciOseigs deg, como estimativa de
B, depende do valor do parametro da variavel excl(fffano caso acima) e do valor
da estimativa do coeficiente relativoxa na regressao da variavel excluida contra as

variaveis incluidas.
Consideremos, agora, 0 caso em que 0 modelo ceegt

Yi :ﬁlxlj +:82X21 +u; -u

e 0 pesquisador, erroneamente, ajusta a regressao

A~

Yi = 0% T 05X 05X
Neste caso
2
2% X Xpj LK%
" —_ 2

VIV = XXX, 22X, 2 X5 X

2

lejxsj zxszSj szj

X 2% X,
VX =| XX %, XX,
XX 2K X
Entdo, de acordo com (4.71),
10
P=(V'V)'V'X =|0 1
00

Substituindo esse resultado em (4.70), obtemos

10 ]
E(g)=|0 1 {gjz Z :
00 0
ou seja,
E(9,) = B,
E(9,) = 5,
e
E(g9;)=0
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E interessante notar que quando incluimos uma waridesnecessaria, as
estimativas dos coeficientes permanecem nao-teiludasc diferentemente do que
ocorre quando deixamos de incluir uma das varidg@esanatérias importantes. Isso
mostra que € preferivel incluir uma variavel dessséria que nao incluir uma variavel
relevante. Entretanto, a inclusao de variaveis elmssarias também é prejudicial, pois
em geral faz com que aumente a variancia dos ehi@s

Ha, também, o perigo de um controle inapropriadesaawar o efeito que se
deseja captar. Considere um pesquisador que desajar o efeito das transferéncias
de renda do Programa Bolsa Familia sobre a pohuéliaando dados por Unidade de
Federacdo. A variavel dependente é a reducdo d@zzole a variavel explanatoria
fundamental € o montante de transferéncias petacepn certo periodo. Devem ser
controladas caracteristicas especificas de caddatmida Federacdo que condicionam
o efeito das transferéncias sobre a pobreza, mas a&surdo incluir, nesses controles,
mudancas na renda média e no indice de Gini débdigfio da renda em cada Unidade
da Federacdo. Aumentando a renda dos pobres, resfeténcias contribuem para
reduzir a desigualdade e aumentar um pouco a reed&a da populacdo. Usando uma
medida de desigualdade e a renda média como astrol pesquisador torna
praticamente impossivel captar o efeito das trafistias sobre a pobréz® exercicio
4.39 apresenta dados numeéricos artificiais quédosa questao.

O problema dos “maus controles” é discutido em Astgr Pischke (2009, p. 64-
68). Eles assinalam que nem sempre mais controbelBor, que variaveis medidas
antes que a variavel explanatoria de interesseateitto determinada sédo geralmente
bons controles e que é necessario verificar seralguariavel de controle €, ela propria,

determinada pela variavel explanatoria de interesse

4.15. Transformacao das variaveis para obter a matr iz de correla¢des

simples

Consideremos o modelo

Yi :Zﬂlxij +u; -u

" Como ocorre frequentemente, isso pode parecem dipois de assinalado. Mas em dois artigos
publicados na Revista Brasileira de Economia hé @erespecificacdo semelhante, incluindo o indéce d
Gini e o PIB per capita de cada Unidade da Federagd modelos destinados a captar o efeito de
transferéncias do governo federal sobre a pobMadanho e Araujo (2010) e Marinho et al. (2011).
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ou

Z, :Zyivij e ta (4.73)
onde
z =Y v = i=1,2, ..k (4.74)
VE X
v, =B =, (4.75)
2Y;
u, o

LDy B

Indicando poV a matriz das variaveis explanatorias e porvetor dos

valores da variavel dependentes, temos

pois inijz =1, iZVithj =r, comi#h, e inij Y, =Ty

As estimativas de minimos quadrados ¢tos&o dadas por
c=(V'V)'V'z
Geralmente, os programas de computador para ajaestegressées multiplas

fazem, no inicio, as transformacdes (4.74). No& @gielementos das matrizZésv e

V'z, que passam a ser utilizadas em lugaX@¢ e X'y, variam apenas de -1 a +1.
Isso contribui para diminuir os efeitos dos erres alredondamento. Obtidas as
estimativas dey;, as estimativas dos parametr8s sdo, de acordo com (4.75), dadas

por

o

> y?
b =c i

1 i \/27)(IJ2
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4.16. Regressdes que se tornam lineares por anamorf  ose

Varios modelos estatisticos podem ser facilmeatesformados em modelos de
regressao linear multipla.

Assim, a regressao quadratica
— 2
Y, =a+ B X, +B,XT +u,
pode ser encarada como uma regressdo linear madlgpim duas variaveis

explanatodrias, fazend® ; = X;; e ij =Xy

De maneira analoga, qualquer regressao polinoradg ger ajustada como uma
regressao linear multipla.

Em pesquisas econdmicas, é freqlientemente utilzadodelo
Y, =aX X[ Xike,
Aplicando logaritmos, obtemos
logY; =loga + iZ,Gi log X; +loge¢;,
gue é um modelo de regressao linear multipla ngariionos das variaveis. Neste caso,
desde queu; =loge; obedeca as pressuposi¢des vistas na getdas estimativas de

minimos quadrados tém as propriedades estatisisagaveis.

4.17. Ortogonalidade e multicolinearidade na matriz X

Vejamos o que ocorre quando todas as colunas d& Matdo ortogonais entre
si, isto é,
inij X, =0 parai #h
A matriz X'X €, entdo, uma matriz diagonal.

Tendo em vista o0 modelo
Yi :Zi:ﬂ.xij +u; +Uu

temos, neste caso, que
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o ; _
ZX;
1
0 0
(X'X)*" = P
0 0 12
i 2%y |
e
_lejy]-_
XX,
ZXijj
b=(XX)"Xy =| T
Zijyj'
L ZX

Portanto, as estimativas dos parametros da regressifipla coincidem com as

estimativas dos coeficientes das regressoes Imsarples deY; contra cada uma das

variaveis explanatérias e a soma de quadradogydesefio, dada por
S.Q.Regr. =b 2%y,
[ J

€, neste caso, igual a soma das somas de quadiadegressao das regressoes lineares

simples deY, contra cada uma das variaveis explanatérias. Cliceoge de

determinacdo mdltipla €, portanto, igual a soma ameficientes de determinagdo das
regressoes lineares simples mencionadas.

Como vimos, a ortogonalidade entre as colunas dazmé facilita bastante a
analise.

Vejamos, agora, o que ocorre quando ha multicdiidede perfeita, isto é,
guando existem, na matz colunas linearmente dependentes.

Consideremos, inicialmente, o caso de uma regrdssgar multipla com duas
variaveis independentes perfeitamente correlacemeadtre si

Yj :,lelj +132X21 U -u
com
2
PP DI o

Neste caso, temos
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| X"X |=ZX12]- zXzzj _(lejXZj)z =0,
isto é, o determinante da mati¥X é igual a zero. Nao é possivel, entdo, inverter a
matriz X'X e, consequentemente, é impossivel obter as estimale S, e £, .

Geometricamente, o que ocorre € que 0S pofXPsx,;,Y;) estao todos sobre
um planoy, perpendicular ao plano definido pelos eixosxgee dex,; . O metodo dos

minimos quadrados permite determinar apenas umaogblanap; qualquer que seja o
plano que contenha essa reta, a soma dos quadiesldgsvios assume o mesmo valor;
portanto, existe indeterminacéo.

E importante compreender que no caso de uma régressn mais de duas
variaveis explanatérias pode existir multicolindade perfeita, mesmo que nenhum dos
coeficientes de determinacéo simples seja igual &/er exercicio 4.12).

Frequentemente, a matrk apresenta multicolinearidade elevada, embora néao
perfeita. As principais consequéncias desse fat@s&eguintes:

1) As variancias e covariancias das estimativas da@iros serdo muito elevadas,
isto €, as estimativas obtidas podem ter errosongrdandes e esses erros podem
estar altamente correlacionados entre si. A bamegigho das estimativas torna
dificil, ou até mesmo impossivel, distinguir asluéhcias das diversas variaveis
explanatorias;

2) Um pesquisador pode ser levado a eliminar variadeisanalise porque o0s
coeficientes ndo se mostraram estatisticamenteedifes de zero; essas variaveis
podem, na realidade, ser importantes e a amosordvel é que ndo permite
detectar sua influéncia;

3) As estimativas dos coeficientes variam muito destiragara amostra. A adicao de

algumas observacdes a amostra pode alterar muélmoda estimativa obtida.

Para mostrar como a multicolinearidade afeta aigiiecdas estimativas
consideremos, novamente, uma regressdo multipla epenas duas variaveis

explanatorias:
Yi =Zil,B,Xij U +u

Fazendo
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X s
y]_:ﬁ]_ 2’ y2:ﬁ2 2
2Y; 2Y;
u, v
£j= > e w= =
Y 2Y;

obtemos

Z, =YV YN, HE W (4.76)

A matriz de variancias e covariancias das estiraat{@, e c,) dos parametros
de (4.76) é

2 -1
2V 2V Vy o
2 1
2V Vo; 2y

ou, de acordo com o que foi visto na setdd,

1 -r, |
-1 1-r2 1-r7
{ 1 rlz} o2 = 12 12 o
e 1 n, 1
|1-r5 1-13)
Concluimos que
0.2
V(c,) =V(c,) = 1-r2 4.77)
12
-r,0°
cov(c,,C,) = 1 —12r2 (4.78)
12
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As expressobes (4.77) e (4.78) mostram que as caage o valor absoluto da
A - . . ~ . 2
covariancia das estimativas dos parametros cresegnidamente quanda, se

aproxima de um, isto é, quando aumenta o grau diicolinearidade.

Se r,, for positivo, verifica-se, pela expresséo (4.4)e a covariancia das

estimativas dos parametros é negativa.

E interessante examinar o valor do erro de estwmgiara uma determinada

amostra. De acordo com (4.10) temos que

1 [
.2 _ .2
c—y{cl_yl}: e AT [Zv”g’} (4.79)
C, =V, -, 1 ZVngj
_1—r122 1—r122_

Indicando pord; os desvios da regressao linear simples,decontray,; temos

Vo =V +dy, j=1,..n (4.80)

j
De acordo com (2.6),
>v;d; =0
Multiplicando cada uma das igualdades em (4.80)spag somando, obtemos
2V € =1, 2V € +2d g (4.81)

De (4.79) e (4.81) obtemos

Yv,. & —r2Yv,.e —-r,>d. € r,>d &
Cl—y1= 1) 12 1121 12 i J=ZV1j€j— 12 121 (482)
1-r5 1-r5
e
I, 2V, E +ro2>v. & +>d e Xd. €
C,~ ¥, = 24" 122 17 - i“i (4.83)

1-r5 1-r}
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essas expressdes mostram quef,see positivo e se aproxima de um, os erros de
estimacdo dos parametros sdo grandes e de simaE®®pPsec, superestimay,, entdo

C, subestimay,, e vice-versa.

Pode-se demonstrar que ndo ha razdo para que &atmdaridade afete
seriamente a estimativa da variancia resifldrtanto, as estimativas das variancias
das estimativas dos parametros sao indicadoresuades] da existéncia de
multicolinearidade. O efeito de uma variavel expténa pode ser suficientemente
forte, de tal maneira que o respectivo coeficisetenostre estatisticamente diferente de
zero apesar da multicolinearidade; uma multicolidkeae bastante alta impedird,
entretanto, que se detecte a influéncia de vagangortantes.

4.18. Teste de hipéteses no modelo linear

Nesta secdo vamos apresentar uma maneira gerahadgae os testes de
hipoteses no modelo de regressao linear.

Uma hipdtese sobre os parametros de um modelo giessgio corresponde,
sempre, a umaestricda O modelo que incorpora a restricdo, denominaddehoo
restrito, sera menos flexivel do que o modelo pabi

Dada uma amostra de dados, s§a a soma de quadrados residual obtida
ajustando o modelo original, irrestrito (o indice imbolo se deve a palavra inglesa
para irrestritounrestricted, e sejaS; a soma de quadrados residual obtida ajustando o

7

modelo restrito. Como o modelo restrito € menosivld, a respectiva soma de
guadrados residual tende a ser maior, isto é,

Sk S, (4.84)
Se S; for igual ou pouco maior do qu8,, indicando que o modelo restrito se

ajusta aos dados quase tdo bem como o modelaitoesfio ha razdo para rejeitar a

hipotese. Por outro lado, s&; for substancialmente maior qu®,, indicando que o

ajustamento do modelo restrito (que incorpora atege) é claramente pior, deveremos
rejeitar a hipétese formulada, pois ela entra eogeb com os dados.

8 Ver Johnston (1972), p. 163.
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Para saber se a diferen§g— S, € ou nado “substancial”, o respectivo quadrado
médio é comparado com o quadrado meédio residuadattzlo irrestrito, calculando-se
Sp—Sy
_ 9= "9y
F=—"—,
S
9y

onde g, e gr sdo os graus de liberdade associad®, & S, respectivamente. E

(4.85)

claro que a explicacao apresentada para obterrassgo (4.85) € informal, procurando

apenas mostrar a logica mais geral da sua fundag@éntFormalmente, € necessario

mostrar queS, /o* tem distribuicdo de Qui-quadrado cogy graus de liberdade, e
que, se a hipétese da nulidade for verdad€®a,—S,)/o? tem distribuicdo de Qui-

quadrado comg, —g, graus de liberdade, independente da distribuigd&d/ o?.
Pode-se, entdo, concluir que a variavel obtida €185) tem distribuicdo d& com
Oz — 0, € g, graus de liberdade.

Note-se que o denominador de (4.85) é o quadradoomdé residuo do modelo

original (irrestrito), que tem sido indicado psf. Entdo a expressio fica

F :SR;S‘J2 (4.86)
(gR ~Qu )S

Se uma hip6tese sobre os parametros de uma regliesst € formulada como

H,:Cp=86, ondeC e 8 sdo matrizes com elementos numéricos dados, ass§ore

(4.85) é equivalente a expresséao (4.60), podendedezir (4.60) de (4.85).
Vejamos alguns exemplos de aplicacdo de (4.85).régedimento sempre

envolve trés etapas: (a) obter a soma de quadradmsial do modelo irrestritay) e
os respectivos graus de liberdadg, §; (b) construir o modelo restrito e obter a

correspondente soma de quadrados residga) é seus graus de liberdadg;{; (c)

aplicar (4.85) e interpretar o resultado.

Consideremos os dados da tabela 4.1 e o modelo
Yj = a"'lglxlj +:32X21 tu

Vamos admitir que queremos testar a hipotdge 5, = . En@ao o modelo restrito é

Y, =a+ [,X; +u,
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Na secdo4.8 j& obtivemos a soma de quadrados residual paraoaelm original
(irrestrito), que é

S =25, comg, = 2 (4.87)
Na secdo4.11 (tabela 4.4) vimos que a soma de quadrados dessy de uma
regressdo d& contra X, é igual a 90, podendo-se verificar, entdo, quemasde
guadrados residual do modelo restrito é

S; =265, comgg =3 (4.88)
Substituindo os resultados (4.87) e (4.88) em {4@&emos

265- 25
F=—3-2 -2 _4q

25 125
2

Como néo podia deixar de ser, esse € o valér para “contribuigcdo deX;” na tabela
4.4, que é o quadrado do valortdeferente a hipotesd,: 5, = @btido na se¢éd.8
(t = 4,382).
Como segundo exemplo, vamos usar (4.85) para tesigotese
Ho: B, =4ep,=2 (4.89)
com base nos dados da tabela 4.5 (séc¢Ed. O modelo irrestrito é
Y, =a+ B X, + B, X, +U; (4.90)
Na secaal.12vimos que a soma de quadrados residual para extsoré
S =3, comg, =3 (4.91)
O modelo restrito fica
Y, =a+4X,; +2X,, +u,
ou
Y; —4Xy; —2X,;, =a+u; (4.92)

Note-se que o modelo sempre deve ser escrito deirmague no segundo
membro figuem apenas o erro e 0s termos com pa@sreserem estimados.
Fazendo
W, =Y, =4X,, —2X,;, (4.93)

o0 modelo (4.92) fica
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W, =a+u, (4.94)
Usando (4.93), podemos calcular os 6 valoreg/dgpara a amostra apresentada
na tabela 4.5. A estimativa @eno modelo (4.94) é, simplesmeme, que é igual a —
2,5. Os desvios dessa “regressao” sac=W, -W , pois como ndo ha coeficientes de
regressdo, a soma de quadrados residual é a prépma de quadrados total (
ZWJ-Z =485, com 6 —1 =5 graus de liberdade). Portant@ panodelo restrito (4.92)

temos

Sg =48,5, comg, =5 (4.95)

Substituindo os resultados (4.89) e (4.95) na esgaiee (4.85), obtemos

485-3

3 - 425 = 2275 (4.96)

F=_5

3
3

Adotando um nivel de significancia de 5% , o valdtico deF para 2 e 3 graus
de liberdade é 9,55. O resultado é significatiewahdo a rejeitar a hipétese (4.89).
Note-se que, como ndo podia deixar de ser, o askulibtido em (4.96) é idéntico ao

obtido no final da seca®12 usando a expressao (4.60).

4.19. Interpretacdo geométrica da analise de regres  s&o linear de acordo
com o método de minimos quadrados

Do estudo da algebra vetorial sabemos que o vetor

X, ] [11
x=|X,|=| 2 (4.97)
X,| |10

pode ser representado, graficamente, por uma setava da origem do sistema de

eixos ao ponto (11, 2, 10), num espaco tridimeradja@omo mostra a figura 4.2.
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Figura 4.2 Representacao grafica de um vetor no espacmgidiional.

Genericamente, dizemos que

X Y
X = X:2 e y= Yf
XI"I YI"I

séo vetores no espagalimensional.

O produto escalar ou produto interno de dois vetdeemesma dimens&ogy,

que indicamox [, €, por defini¢do, igual & X,Y;. Temos
xy=yx=xy :y'x:anXiYi
i=1

Verifica-se facilmente que o produto escalar derest € distributivo em relacao
a soma, isto €, sey ev sao trés vetores de mesma dimensao,
Xy +v)=x¥y+xLv
O méddulo ou comprimento do vetoe dado por

[ X |= vV x X

Para vetores com duas ou trés dimensdes podeifieaveatravés do teorema
de Pitdgoras, que esta definicAo de comprimentoure vetor corresponde ao

comprimento da seta que o representa. O comprintentetor dado em (4.97) é
|X |= V1P + 2% +10° =

Por definicdo, dois vetores sédo ortogonais se ssiufd escalar é igual a zero,

isto é,x é ortogonal § se, e somente sg/[¥ =0. Assim, por exemplo, os vetores
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sdo ortogonais entre si, patdy = 0. Esses vetores estdo representados na figura 4.3,

gue mostra que as setas representativas de doreve@rrtogonais sdo perpendiculares

entre si.

21

[V}

|
1
I
!
1
1
1 AN
1
1
1
1

o 4=

-1 0 1

Figura 4.3 Dois vetores ortogonais

Seja A um escalar. Entdo, seé um vetor com elementoX,, X,,...,X,, 0S

1/ Nny

elementos do vetodx séoAX,,AX,,....AX, . Os vetorex e AX tém a mesma direcéo,

isto é, séo vetores colineares (as setas estde aamesma reta-suporte). 3e> 0, a
orientacdo ou sentido dos vetoreg AX € 0 mesmo e, sd < 0, esses vetores tém
sentidos opostos.

Temos

| AX |5 /(AX) QAX) =V APX X = A ||X],
isto é, o comprimento ddx € igual ao comprimento de multiplicado pelo valor
absoluto del.

Para exemplificar, lembremos o veiodado em (4.97). Pode-se verificar que 0s
vetores —R e X sdo colineares come tém comprimento igual a 30, isto €, o dobro do

comprimento de.
Vamos supor agora que, com base em uma amostrapenas 3 observacoes,

foram obtidos os pares de valores, (Y;) apresentados na tabela 4.9. As medias das
duas variaveis nessa amostra sdo iguais a zev@,igt = X, e y, =Y, (comi =1, 2,

3).
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TABELA 4.9. Valores deX; e Y, para uma amostra com 3 observagoes.

Xi =% Y=y,
0 -2

-2 -2
2 4

Sejax o vetor cujos elementos séo os valores da varcerdgtadax e sejay o

vetor cujos elementos séo os valores da variavetama y, , isto €,

0 -2
X=|-2| ey=|-2 (4.98)
2 4

——— 12
—5 /O (17)

(2%)

Figura 4.4.0 plano () dos vetores ey.

E importante notar a diferenca entre esse tipaepgeesentacio gréafica e aquele
das figuras 2.2 e 3.1. Nas figuras 2.2 e 3.1 cadaarresponde a uma variavel, ao
passo que na figura 4.4 cada eixo corresponde aadrservacdo. La utilizamos o
espaco das variaveis e aqui estamos consideragsizago das observacgoes.

Temos x[x=8 e yly=24. Portanto o comprimento do vetax é

Ix |=+/8 =272 e o comprimento do vetgré |y = /24 = 2./6.

Na figura 4.4, sejay o plano dos vetores ey. O planoy € um subespaco
bidimensional do espaco tridimensional. Qualquer sgja o nimero de observacdes da

amostra, isto €, qualquer que seja a dimenyade(x ey, desde que esses vetores nao
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sejam colineares, eles definem um plano (um subespiaimensional) no espage
dimensional. Na figura 4.5 os vetorgse y estdo representados nesse subespaco

bidimensional.

\ 6
(0] X A C

Figura 4.5 A projecao vertical dg sobre a reta-suporte ge 0 angulo entre ey.

Na figura 4.5 o angulo entre os vetoseg y foi denominadod. Foi obtida a

projecéo verticalDA = y" do vetory sobre a reta-suporte do vetorComoy” ex S&o

colineares, existe um escalatal que

OA=Y =X (4.99)
Temos
y +AB=y
ou
AB=y-y’
Uma vez que e AB= y -y  sdo vetores ortogonais entre si, temos
x{Qy-y')=0
Entao
xy=xy (4.100)
Substituindo (4.99) em (4.100), obtemos
Xy = A(X X)
ou
=Xy (4.101)
X X
Na figura 4.5, com®AB é um triangulo retangulo com hipotenusa igugy &
temos
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Lembrando (4.99), segue-se que

cosf = AVX X (4.102)
VY
Substituindo (4.101) em (4.102) obtemos
W= XY (4.103)

VX))

Se os elementos dee dey séo, respectivamente e y, (comi = 1, 2, ...,n),

isto é, sao os valores das variaveis centradasiosbtde uma amostra com

observacdes, verifica-se que

cosf=—22__=r, (4.104)

onder € o coeficiente de correlacdo erre Y na amostra.
Para a amostra dada na tabela 4.9, que corresposdestorex ey definidos

em (4.98) e representados nas figuras 4.4 e 4pste

cosd=r = 12 = ﬁ
J8@4 2
Donde
g =30°
Vamos agora considerar a analise de regressdocdetraX de acordo com o
modelo
Y, = BX; +u,
ou
y=px+u,
onde
Yi Xy
y=|%| ex=|"
Y, X,
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Para dar um exemplo numeérico, vamos consideraaloses deX; e Y, dados

na tabela 4.9. Entda e y sdo os vetores tridimensionais definidos em (4.68)
representados nas figuras 4.4 e 4.5. Devemos tasqak o raciocinio apresentado a
seguir ndo depende da dimensé&o dos vetoeg pois estaremos considerando apenas
o plano (subespaco bidimensional) definido porssstores (admitindo queey nao
sejam colineares).

Seb é a estimativa dg, o vetor dos desvios é

e=y—-bx

De acordo com o método de minimos quadrados, devdeterminar o valor de
b que minimiza a soma dos quadrados dos desvioa, mlardEe ou ele. Mas ele €7,
também, o quadrado do comprimento do vetory-bx. Devemos, portanto,
determinar o valor de que minimiza o comprimento do vetery —bx.

Uma vez québ é um escalarbx é um vetor colinear com, como 0s vetores
OA e OC na figura 4.5. Se fizermdsx = OA, teremos = AB e, se fizermodx =

OC, teremose = CB. Por outro lado, sabemos gue a menor distanciardponto a

uma reta € dada pela perpendicular baixada do Ewiice a reta. Uma vez que, na

figura 4.5,0A = IX &, por construcdo, a projecao verticalydsbre a reta-suporte do

vetor x, concluimos que, para minimizar o comprimentoedey —bx, devemos fazer

bx = OA = Jx. Portanto, o estimador de minimos guadradg8 éle

b=A4
Lembrando (4.101), obtemos
xly ol
b=—"—=(xXX)"X
X [X () =y

Esta relacdo € um caso particular de (4.7).
Para os valores deX, e Y, da tabela 4.9, obtemoz(x=8, xly=12 e
b=12/8=15.
Como OA = bx é o vetor com os valores estimadosYdepassaremos a indica-
lo por y, de acordo com a notacgéo utilizada em secesa@neter
O vetor dos desvios da regresséao é
AB=e=y-OA=y-§

No triangulo retangul®AB da figura 4.5, o teorema de Pitagoras estabeleze
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OB" =OA” + AB’
ou
yly=yIly+ele
Também podemos escrever
y'y=yYy+ee
ou
S.Q.total = (S.Q.Regr.) + (S.Q.Res.),

que € uma relacado ja demonstrada anteriormentegdenastra maneira.
Uma vez que ee sdo vetores ortogonais entre si, temos
xle=Xe=0
Esta relacdo € um caso particular de (4.8).
E facil verificar que s ey fossem colineares, teriamés= 0,r = cosé= 1,
y=y=bx, e=0e S.Q.Res. €e=0.

Vamos considerar, a seguir, 0 modelo de regregsgar Imultipla

y =Xp+u (4.105)
onde
Y Xu Kz
y= Y, Cx= X X, |
Y, X X,
u1
o=l = v
u

Se indicarmos pok; e X, 0s vetores constituidos pela primeira e pela s#gun

coluna da matriX, respectivamente, isto €, se fizermos

X X,
X, = iz | X, = Xa :
Xin Xon
temos
y =L6X + 06X, +U (4.106)
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Vamos admitir que os vetorgs X, e X, tém dimensao igual ou superior a 3,
ndo sao colineares nem estdo todos em um mesnm, Eém €, vamos admitir que
X, €X, sao linearmente independenté@bservada esta condicéo, qualquer que seja a
dimensao1f = 3) dos vetorex,, X, ey, tais vetores geram um espaco tridimensional.
A figura 4.6 mostra os 3 vetores nesse espaco. 8eja plano (subespago

bidimensional) gerado pot;, e Xx,.

Figura 4.6. Os vetorey, X, €X,.

De acordo com o método de minimos quadrados, deved®terminar
y =bx, +b,x, de maneira a minimizaelé=(y -y){y —¥), que é o quadrado do
comprimento do vetory —y. Devemos, portanto, determinar =bx, +b,x, de
maneira a minimizar o comprimento do vetor § . Necessariamentg = b x, +b,x, é
um vetor no plan@), porque € uma combinacéo linear dos vetare® X, .

O ponto do plan@/ que esta mais proximo do porBga extremidade do vetor
y) é a projecao vertical d&sobrey, isto é, o pontd\ na figura 3.6. Portantg = OA é
a combinacéo lineary(=bx, +b,x,) de X, e X, que minimiza o comprimento do
vetore=y-y.

Obtido o vetory = OA, podemos determinar os vetollgs, e b.x,. Para isso,
devemos tragar padk retas paralelas & e X,, construindo o paralelogranfoA AA, .

Temos

° Dado um conjunto de vetores, dizemos que eledirs@armente independentes se nenhum deles pode
ser expresso como uma combinacdo linear dos de@ados dois vetores linearmente independentes
(n&o colineares)x, e x,, uma combinacao lineat,x, + A,x, € sempre um vetor no plano definido por

X, € x, e, reciprocamente, todo vetor (ponto) neste pkanama combinagdo linear de, e x,;
dizemos, entdo, que os vetorgs e x, geramo plano (subespaco bidimensional). Analogamente, 3
vetores linearmente independentes geram um sulmesimensional.
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§ =OA=OA +OA,

OA = b,x,

OAo = b,X,

O valor absoluto déy, € o cociente da divisdo do comprimento(iTea pelo
comprimento dex, e o valor absoluto db, é o cociente da divisdo do comprimento de
OA: pelo comprimento d&,. No caso da figura 4.6 verifica-se gone>1 e 0<b, <1

O vetor dos desvios da regressao é

AB=e=y-§

Como o segmento de retaB &, por construcdo, perpendicular ao plandal
segmento é perpendicular ou ortogonal a toda regaedplano. Em particulaB é
perpendicular OA. PortantdDABé um triangulo retangulo e, conseqiientemente

OB’ =OA” + AB’

ou
yly=yIly+ele
ou, ainda,
S.Q.Total = (S.Q.Reqr.) + (S.Q.Res.)
Comoe= AB ¢é ortogonal &, eX,,temos que
x,le=xe=0
e

X,le=x,e=0
De acordo com essas relagdes, podemos escrever
X'e=0, (4.107)

que é a relagéo (4.8).
Temos
e=y-Xb, (4.108)

onde
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Substituindo (4.108) em (4.107), obtemos
X'(y-Xb)=0
ou
X'Xb = X'y,
gue € o sistema de equacdes normais.
E interessante examinar o que ocorre quando osegetp e X, sdo colineares.
Nesse caso esses vetores geram apenas um subesigio@ncional, que é a reta que
0s contém, e ndo um plano. Sgja OAa projecdo vertical dg sobre essa reta, como

mostra a figura 4.7.

—“O X] A X2

Figura 4.7. Vetoresx, e X, colineares.

Existem infinitas combinagbes lineares ®#e e x, que produzem o vetor

y = OA. No caso da figura 4.7, admitindo qug |1, [x, [F3 e |C70\|: 2, temos, por

exemplo,
OA= 2x, +0x,,
OA= 0x, +gx2
3
ou

OA=-X, +X,

Isso mostra que os valores Bge b, em y =bx, +b,x, sdo indeterminados.

Esse é o problema da multicolinearidade perfedta&xpminado, sob outro enfoque, na
secaot.17.

Vérios outros problemas de analise de regressaenp@@r examinados com o
auxilio da interpretacdo geométrica apresentade rees;ad° Como ilustracéo final,

vamos considerar o exercicio 2.9, onde se pedequanparar a analise de regressao

19 Uma exposicéo didatica do assunto pode ser emctanem Wonnacott e Wonnacott (1976), parte Il.
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linear simples der; contra X, com a analise de regressao linear simple& deontra
X,, com Z, =Y, + X,. As equagOes estimadas de acordo com o métodoirdmas
quadrados sao indicadas respectivamente por

Y, =a+bX,

Zi =c+dX

Vamos demonstrar que=a e d=b + 1.
Sejamy e y os vetores com os valores Hee \?I , respectivamente; sejg 0
vetor com os valores d&,; sejamz e z 0s vetores com os valores dee Z,

respectivamente, e sexg um vetor cujos elementos sdo todos iguais a 1.0$em

Z=Yy+X,
y =ax, +bx,
e
Z=cx, +dx,

Na figura 4.8 estdo representados os vetorgs, ey. O plano gerado por
X, € X, é denominado plang. Indicando a extremidade depor B e a projecao
vertical deB sobrey por A, temos que

OA=Y

AB” = (S.Q.Resy|x, e X,) (4.109)

Tracando pelo pontA retas paralelas &, e a x,, obtemos
OA = ax, e OA = bx, ,
de tal maneira que
OA==§ = ax, +bx,

Uma vez que neste caa@ b séo positivos, segue-se que

OA
a=
| %o |

(4.110)
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Figura 4.8.Regresséo linear simples ¥eontraX e deZ =Y + X contraX.

Para obter o vetoz = x, +y construimos o paralelogran@BDQ. EntdoBD é

um segmento de reta paralelo ao plgnmm comprimento igual px, | e OD=z.
SendoC a projecao vertical de sobrey, temos

OC=3

CD” =(S.Q.Resz|x, € X,) (4.112)
Como BD é paralelo ax, e ao planoy e AC é a projecdo d@D sobrey,
temos queA_C =BD = | X, [, com AC paralelo ax, e, portanto, colinear com o
segmento de reté,A.
Além disso, temo€D = AB. Lembrando (4.109) e (4.112), concluimos que

(S.Q.Resz|x, e x;) = (S.Q.Resy |x, e X,).

TragcamosC,C paralelo ax,. Entéo

AC, = AC =|x, | (4.113)
e
OC=%=0A, +OCx,
com
OAv = cx,
e
oG =dx,
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Uma vez que neste cased sao positivos, segue-se que

c=h (4.114)
X |
e
d=% (4.115)
%y |

Comparando (4.114) com (4.110) concluimos que
c=a

Examinando a figura 4.8 e lembrando (4.113), tequeas

OC, =0A +AC, = OA+|x, |

Substituindo esse resultado em (4.115) obtemos

d:OAL +1
1%, |

Lembrando (4.111) concluimos que

d=b+1, cq.d.

Exercicios

4.1.Mostre que as férmulas para regressao linear sspgégluzidas no Capitulo 2, sdo

casos particulares das expressdes gerais:
a) b=(X'X)"X'y
b) (X'X)?0?, que é a matriz de variancias e covariancias ddisnativas dos

parametros.
c) S.Q.Res. %'y —b'X'y

d) V(Y.) =X, (X'X)*x, 07

4.2. Sao dados os valores dg, X, eY da tabela a seguir:

194



X, X, Y
0 0 -1
0 2

0 4

0 6

2 0

2 2 10
2 4 12
2 6 10

Admite-se que as varidveis estdo relacionadas dedaccom o modelo

Y, =a+ B X, +B,X, +u;, onde osu; sdo variaveis aleatorias independentes,

homocedasticas, com média zero e distribuicdo Horma

a) Determine as estimativas dos parametros da regréesar multipla der em
relagéo ax, e X,.

b) Faca a andlise de variancia da regressao.

c) Determine a contribuicdo de cada variavel para rmasde quadrados de
regressdo. Verifique que o respectivo tdsté igual ao quadrado do tedte
correspondente a hipétese de que seja nulo o dalopeficiente de regressao

da variavel em questéao.

4.3.1dem, para
X1 X, Xs Y
-1 -1 0 5
-1 0 0 7
-1 1 0 3
1 -1 0 7
1 0 0 9
1 1 0 5
0 0 -1 3
0 0 0 8
0 0 1 7
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4.4.1dem para

N><
<

R Rk, R R ol X
w N P O R
A AN R P

Além disso, determine:

d)o valor dos coeficientes de correlagéo pargigl e r, ;.

e)o intervalo de 95% de confianca para cada um dsspgarametros do modelo
linear
Y, =a+ [ X + [, X, tuy,

admitindo que osu; sdo variaveis independentes com distribuicdo nodea

média zero e variancia®.

f) a estimativa d& para X, =1 e X, =2, e o intervalo de 95% de confianga para
E(Y|X,=1e X, =2).

g)ldem, paraX, =2 e X, =4 (uma extrapolacgéo).

4.5. Sado dados os seguintes valores, obtidos de umatramaleatéria com 10

observacoes:

X, X, X, Y

-1 -1 0 5

-1 0 7

-1 1 0 3
1 -1 0 7
1 0 0 9
1 1 0 5
0 0 -1 3
0 0 0 8
0 0 1 7
1 1 0 6
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4.6.

4.7.

4.8.

Admite-se que as variaveis estao relacionadasatd@acom o modelo
Yj :a+,31xlj +,82X2j +,83X3]. +u;,

onde osu; sdo erros independentes com distribuicdo normahéeia zero e

varianciao? .

a) Determine as estimativas dos parametros.

b) Faca a andlise de variancia da regressao.

c) Teste a hipoteséd,:a = @ontraH,:a#0, ao nivel de significancia de
1%.

d) Teste a hipdtesél, : 5, = @ontraH,: 3, > Q ao nivel de significancia de
5%.

e) Determine os valores dos coeficientes de deteramaarcialry,,,, 1’,.; €

2
rY 312+

f) Determine a estimativa d¢ para X; =0, X, =1 e X; =1, e o respectivo
intervalo de 95% de confianca.

No caso do exemplo apresentado na sécdg teste, através do valor dea

hipéteseH, : 5, = Ocontra a hipoteséd , : B, # ,0considerando um nivel de

significancia de 5%. Obtenha, também, o valor dtete para a “contribuicdo de

X,”, verificando que este valor é igual ao quadrado vélor det obtido

anteriormente. Determine, para o mesmo exemplostinaiva deY, para

X, =X, =X; =1 e o respectivo intervalo de 95% de confianga.
Considerando o modelo de regressado multipla

Y, =a+ [ X +[,X, +u; —U,
com todas as variaveis centradas, demonstre que

2 2
vy ~ 2r12rerY2 Iy,

1-r}

R? =

onde R? é o coeficiente de determinagéo mdiltipla.

Considerando o0 resultado do problema anterior, mmostjue, se

ry, =fy, =r, =r #1, obtemos
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2r?
1+r

R® =

Discuta o caso em que, =r,, =r, =r =1,
4.9. Considerando o modelo do problema 4.7 mostre gque,s= 1, temosr/,, =1 e
R* =1.

4.10. Sao dados os valores ¥g, X;; e X,; da tabela a seguir:

Yi XlJ XZJ
3 0 0
0 0 3
6 1 1
9 3 0

Considerando o model; =a+ B X,; + 5,X,; +u;, onde osu; sdo erros

independentes com distribuicio normal de médiaeearianciac?,

a) Determine a equagéo de regressa¥ dm relacéao &, e X,.

b) Calcule o valor do testd- para a regressdo (para testar a hipoGtese
H,: B, =0,=0).

c) Calcule os valores dB” er,.

d) Teste a hipotesél, : B, = B, contra a hipotesél , : B, > 5,, considerando o
nivel de significancia de 5%.

e) Determine a estimativa deé para X, = X, =2 e 0 respectivo intervalo de
90% de confianca.

f) Calcule os valores d& para as observacbes da amostra e, a seguir, 0
quadrado do coeficiente de correlacdo eYiteeY (note que esse valor é igual
a R?).

4.11.S&0 dados os valores dg, X, eY da tabela a seqguir:

Y Xy X,
—4 3
5 1 1
4 2 2
11 3 0
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Admite-se que as varidveis estdo relacionadas dedaccom o modelo

Y, =a+ B X, +B,X,,+u; ( =1, .., 4), onde os; sdo erros independentes,

homocedasticas, com média zero e distribuicdo norma

a) Determine a equagéo de regressa¥ dm relacao &, e X,.

b) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdse 5, = 5, = 0.

c) Calcule o valor do coeficiente de determinagéo ipialt

d) Calcule o valor de,,.

e) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdse 5, = 4.

f) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdse 8, = -2 e 5, = 4.

g) Delimite a regido de 95% de confianga p#tee 5, .

h) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipoteke: B, = 5,, contra a
hipoteseH , : 5, > 5,.

i) Calcule a estimativa d& para X, =X, =25 e determine o respectivo
intervalo de 90% de confianca.

j) Calcule os valores dey para as observacfes da amostra e, a seguir, 0
quadrado do coeficiente de correlacdo evitesY (note que esse valor € igual
a R?).

4.12.Com a finalidade de ajustar 0 modelo
Y, =a+ B X, + B, X, + B Xy + B,X,; +u; foi obtida uma amostra de 8

observacoes. Os valores das variaveis explanatoretam da tabela a seguir:

Xy X, Xs X,
-1 -1 -1 -3
-1 -1 1 -1
-1 1 -1 -1
-1 1 1 1
1 -1 -1 -1
1 -1 1 1
1 1 -1 1
1 1 1 3
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Verifigue que, embora o valor dos coeficientes deretacdo entre pares de
variaveis independentes seja sempre inferior a, GGEBte multicolinearidade
perfeita.

4.13. As variaveis explanatoriaX,; e X, assumem os valores -3, —1, +1 e +3. Temos
16 observagbes déf = f(X,,X,) correspondendo a todas as combinacdes
possiveis paraX; e X,. Decidiu-se ajustar, a esses dados, uma regresdéipla
com um termo constante e todos os possiveis tedmdy 2°, 3° e 4 graus emX,

e X,. Nao foi possivel obter as estimativas dos pand@seb = (X'X)™"X'y. Por
qué? Decidiu-se, entdo, ignorar a varia¥el e se tornou a ajustar, a0S mesmos
dados, um polinbmio do quarto grau exy. Novamente nédo foi possivel obter as

estimativas dos parametros. Por qué? (Extraido RIBRER e SMITH, 1966, p.
160).

4.14.Sejam 3 regressdes onde o numero de observacoesva&ooes das variaveis
independentes sdo os mesmos; numa das regressiiggval dependenteg;, na
outra €Y,;, e na terceira &, =Y, +Y,,. Sendob,, b, e b, os vetores das
estimativas dos parametros da primeira, da segundia terceira regressao,

respectivamente, prove qbig= b, + b, .

4.15. Sao0 dados os pares de valoke¥ da tabela a seguir:

X Y
-2 0,9
-1 6,4
0 8,4
1 10,4
2 8,9

Admite-se que as varidveis estdo relacionadas dedaccom o modelo

Y, =a+ pBX, +)X? +u,, onde osu, sdo os erros independentes com distribuigédo

normal de média zero e varianad .

a) Determine as estimativas dos parametros.

b) Faca a analise de variancia da regressao, testamadyel de significancia de
5%, a hipotesH,: f=y= 0

c) Calcule o valor do coeficiente de determinacaceg@assao ajustada.
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d) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotddg: =0 contra
H,:y<0.

e) Determine o valor da contribuicdo do termo quadoagpara a soma de
quadrados de regresséao. Verifique se o respeastesk € significativo ao
nivel de 5% (note que o valor &eobtido € igual ao quadrado do valortde
calculado no item anterior).

4.16.Com base em uma amostra com 34 observacOes fonaglstia equacdo de

regressao d¥ contraX;, X, e X,, considerando o modelo

Y, :a"',glxlj +ﬁ2x2j +ﬁ3X3j U

O coeficiente de determinacao parcialtde X,, dadosX, e X, € igual a 0,25.
Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesque s, = 0.

4.17.Demonstre que o coeficiente de determinacdo madltiiel uma regressao linear
multipla qualquer (definido como o cociente da sha da S.Q.Regr. pela
S.Q.Total) é igual ao quadrado do coeficiente ateetagdo entrey; e \?j (Para
facilitar a demonstracédo considere que a regressd@ sido ajustada com todas

as variaveis centradas).

4.18. Admite-se que as variaveis,, X, eY estdo relacionadas conforme o modelo

Y, :a+ﬁlxlj +:82X2] U

ondeu;, sdo erros independentes cditu,) =0 e E(u?) = o*
Para uma amostra de 9 observacgdes, obtivemos:
X,=X,=0 2 xy=-8 Yxi=8 X X,y=-8
X =4 Yy*=42 2 XX, =0 Y =6
a) Calcule as estimativas de minimos quadrados parg3, e 5, (a, b, e b,,
respectivamente).
b) Ache a estimativa da matriz de variancias e coneaidd deg, b, e b, .
c) Determine o intervalo de previsdo, ao nivel de iemigh de 95%, para uma

nova observacao décom X, = X, =1.

d) Teste a hipotesel, : B, = 5, contra a hipotese alternativ, : 5, < ;.
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4.19.

4.20.

e) Teste a hipbtesel,:a= 105, -245, =0.
Adote, nos testes, o nivel de significancia de 5%.

Um ensaio de adubacao forneceu os seguintes ssilta

X = dose de adubo por hectare Y = producéo por hectare

0 6, 8
1 16; 18
2 18; 20
3 12; 14
Pode-se verificar qu&Y, = 11¥ =14 e X(Y, -VY)? =176

a) Admitindo que a funcéo de producio seja uma paaawl® grau, determine
as estimativas dos parametros dessa funcdo deoacord o método de
minimos quadrados.

b) Faca a andlise de variancia da regressdo e caftulmeficiente de
determinacdo.

c) Sabendo que a relacéo entre o preco da dose de adupreco do produto é
igual a 2, determine a quantidade economicamernieadte adubo a ser
aplicada.

d) Verifigue se o coeficiente do termo quadratico tateticamente diferente de
zero. Pressupbe-se que a lei dos rendimentos ma@gilecrescentes seja
valida.

e) Teste a hipdtese de que a producdo maxima € dgtldaando-se 2 doses de
adubo por hectare.

Considere, nos testes estatisticos, um nivel aéis@ncia de 1%.
Foi estabelecido o seguinte modelo de funcéo d#ugém:
Y. =B+ B Xy + B Xy U i=1,..n
onde o indice indica a empresa agropecuari, é o logaritmo do valor da
producéo, X, é o logaritmo da mé&o-de-obra utilizadaXg, € o logaritmo do
capital utilizado.

A amostra tem 23 observacfes e sao conhecidagyaisites matrizes (relativas

ao modelo com todas as variaveis centradas, inel@stdependente)

o 2|12 8 o =| 10 =10
18 12 Y=g yy=
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a)

b)
c)

Determine as estimativas dos coeficientes de re@oeg dos respectivos
desvios padroes

Calcule o valor der?.

Teste se 0s rendimentos a escala sao constarttess, igeste a hipotese

H,: B, + B, =1, considerando um nivel de significancia de 5%.

4.21.Sao dados os valores das variavéig, X, e Y, para uma amostra com 6

4.22

J

observacgoes:
Xy Xaj Y
0 0 -0,5
1 1 3,5
1 2 7,0
2 1 7,0
2 2 7,5
3 3 11,5
a) Determine a equagéo de regressao linedfela relagéo &, e X,.

f)

¢)

Calcule o valor do coeficiente de determinagaoed@assao.

Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotege B, = 5, +4 contra a
hipotese alternativid , : 5, < S5, +4.

Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotdge 5, =3 e 5, =5.

Calcule o coeficiente de determinacdo parcial eemr e ij(rfz.l) e
verifique se € estatisticamente diferente de zewmosiderando um nivel de
significancia de 1%.

Calcule a estimativa dé para X, = 05 e X, = 25 e determine o respectivo

intervalo de 90% de confianca.
O problema da multicolinearidade € mais sério rey@gio anterior ou neste?

Justifique.

.Numa analise da demanda de certo produto, baseadia@os anuais para um

periodo de 17 anos, foram obtidos os seguintesesloeferentes as variavéds

(logaritmo da quantidade consumigar capitg, X, (logaritmo da rendger

capita) e X, (logaritmo do precgo do produto).
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Médias Estimativas dos Coeficiente de

desvios padrdes correlacao
> 5
Y =45 s, =35 rleE
o _ 4
Xl =1 S = \/6 o = _E
X, =1 32:\/6 rn,=-05

a) Calcule as estimativas dos coeficientes de regrassdtivos aX, e a X, na
regressao linear déem relagdo &, e X,.
b) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotéke: 5, =0 contra a

hipotese alternativid,,: 8, < .0
4.23. Admite-se que as variavers X e T estdo relacionadas de acordo com o modelo
Y =a+ X+ T+,
ondeT & o tempo, medido em anosug sao erros aleatérios com media zero e

variancia constante. Sejeanb ec as estimativas de minimos quadradosrdée
J, obtidas a partir de uma amostra cowbservagdes anuais Hee Y. Mostre que
o valor deb, obtido através das formulas usuais de regressétipta, € igual a
estimativa do coeficiente de regressaodraem relacao & sendov os desvios da
regressao linear simples deem relagéo a.

4.24.Numa andlise da demanda de certo produto, baseada eérie temporal de
dados, foram estimados o0s parametros da regredsdd (logaritmo da
quantidade consumigzer capitg em relacdo X (logaritmo do preco do produto)
e T (tempo, em anos).
Expliqgue o significado econdémico da inclusdo do pgemcomo variavel

explanatoria.

4.25.Considere a matriz
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ondel é uma matriz unitaria de ordame 1 é um vetor-coluna com elementos,

todos iguais a 1.
a) Mostre queA é uma matriz quadrada, simétrica e idempotente.

b) Demonstre que &) =n— 1.

4.26.Considere a matriA, definida no exercicio anterior, e 0 modelo dergsgfo

4.27.

linear multipla apresentado no inicio do capitylst €,
y=Xp+u,

ondey € um vetor-coluna com asobservacdes da variavel dependeKte& uma

matrizn x p de valores fixosp é um vetor-coluna com parametros (incluindo
a, o termo constantga equacao de regressaa) € o vetor-coluna dos erros, com

E(u)=0 e E(uu)=10°.
Demonstre que:

a) S.Q.Total =y'Ay
b) S.Q.Total =u'Au +p'X'AXp + 2B'X'Au
c) S.Q.Total =tr(Auu’) + p'X'AXB + 2p'X'Au
d) E(S.Q.Total) =(n-1)c* + p'X'AXP
Finalmente, considerando (4.22) e lembrando que
S.Q.Regr. = (S.Q.Total) — (S.Q.Res.),
Deduza que
E(S.Q.Regr.) p'X'AXB + (p- 1)o?
Verifique, ainda, que (2.32) é um caso particuesse resultado e que o valor de
B'’X'AXB né&o depende de

Considere, novamente, o modelo de regresséo Imélipla do exercicio anterior

e lembre as propriedades das matrizesM definidas na secéo 4.5.

a) Sex; € aj-ésima coluna d&', verifique que g-esimo elemento da diagonal

deH é

205



h, =X, (X'X)™x,
b) Utilizando (4.20), deduza qué&(e) =0 e que a matriz de variancias e
covariancias do vetor de desvios é
V(e) = E(e&) =M o?
c) Demonstre que a variancia do desvig-éaima observacéao é
V(e)=(@-h)o?
e gque a respectiva estimativa é
V(e)=@-h)s?

d) Para o exemplo numérico apresentado na secéoefiiqwe queh, =06 e

\7(e1) = 05. Muitas vezes se considera que o quadrado médiesiduo &

), que é a estimativa ndo-tendenciosa da variataciarro, é, também, a
estimativa da variancia dos desvios. Note comaenesio (conm pequeno) a

estimativa correta € muito diferente.
4.28. Considere o modelo

Yo = Bt BXo + BoXy tu (t=1,...0)

com
E(u,) = 0 para todd
E(u?) = o° para todd
E(uu,)=0setzs
e ;xm = ;xgt =0

Sejab, uma estimativa ndo-tendenciosa Ag obtida de dados independentes.

Sabendo que a variancia dessa estimativ@é) = v*, demonstre que a variancia

da estimativa do coeficiente de regressaoYge p,x, ) contrax, , de acordo com

o método de minimos quadrados, é
2
lo
——5 + Vb5,
2 Xy
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ondeb,, € a estimativa do coeficiente angular da regrelisé@ar simples dex,

em relagéo .

4.29.Foi proposto o seguinte modelo para analisar ocienento de uma espécie
vegetal (baseado em AIGNER, 1971, p. 107-108):

Y, =a+ BXy + Xy tuy,
ondeY é a altura da planta, em cnX, € o tempo decorrido, em semanas,

X, = X} e osu; s&o erros aleatérios independentes com distribuigéimal de
média zero e variancia’.
A partir de uma amostra com= 13 observacdes semanais, com a variael

assumindo os valores —6,-5,—-4,-3,-2,0:-1, 2, 3, 4, 5 e 6, foram obtidos

0S seguintes resultados:

Y =32 Yy} =3640 fy; = 090
X, =0 Y x; =182 fy, = =020
X, =14 Y. x5, = 2002

a) Calcule as estimativas de S, e S, de acordo com o método de minimos
guadrados.
b) CalculeR?.

c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdse 8, = 5, = 0.

d) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdgse 5, =0.

4.30.Considerando o exemplo numérico do capitulo 2etexi nivel de significancia

de 5%, a hipbtese de que=5 e =0.
4.31.Considere o modeld; = 3, X,; + 5,X,; +u;, onde osu; sdo erros aleatorios

independentes com distribuicdo normal de médiagearianciac”.
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a) Utilizando os dados da tabela a seguir, testej\a de significancia de 5%, a
hipéteseH, : B, = B, .

X, X, Y
0 -1 0
0 -1 0
0 1 1
0 1 3
1 0 5
1 0 3

b) Verifique que sob H,, isto é com 5, =46,=6, 0o modelo fica
Y; = B(Xy; + X,;)+u;. SejaS, comn — 2 graus de liberdade, a soma de
quadrados residual para o modélp= g, X;; + 5,X,; +u; e sejaS,, com

n-1 graus de liberdade, a soma de quadrados resphral o modelo

Y, = B(X,; + X,;) +u;. Calcule o valor de

_S-5
S /(n-2)

e compare com o valor drerelativo ao teste de hipotese da parte (a).

@

4.32.Com base em uma amostra aleatoria oabservacoes foi estimada, pelo método

de minimos quadrados, a equacao de regresséo hmggpla deY contra X, e

X,, ..., X, e foram obtidas, através da equacao ajustadatiassvas def para

asn observagdes da amostra, isto &, foram calculaslealores deY; paraj = 1,

2, ....Nn.

A seguir o método de minimos quadrados € novamédiliteado para estimar os
parametros da equacdo de regressao linear simplgs «:bntra\?j, isto é, para

obter as estimativas € d) dos parametroge d do modelo
Y) Sy +oY +e
Deduza quais séo os valorescoed. Faca um grafico ilustrando suas conclusoées.

4.33.Sa0 dados os valores Wérenda), X, (escolaridade) &, (idade) observados em

uma amostra aleatéria de 5 individuos:
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Yi XlJ' X2]
10 6 28
20 12 40
17 10 32
12 8 36
11 9 34

Fonte: S.R. SEARLH.inear Models Wiley, 1971.

Verifica-se que

d)

f)

9)

YY; =70, Y =14, XX, =45 X, =9,
> X, =170, X, =34, Xx; =20,
Yx5 =80 e XXX, =32

Qual é a estimativa de minimos quadrados do ceefigiangular da regressao
linear simples d& contra X, ?
Qual é a estimativa de minimos quadrados do ceefigiangular da regressao

linear simples d& contra X, ?

Determine as estimativas de minimos quadrado®,(e b,) dos parametros
da equacéo de regresséo linear multipl& den relagéo &, e X, .
Considerando o modeloY; =y +dX,; +u;, onde os u; sado erros
independentes entre si com distribuicdo normal ddianzero, variancia’ e
independente d&;, teste a hipoteskl, : 0 = €ontra a hipotesél , : 6 >0

, adotando um nivel de significancia de 5%.

Considerando o model¥; =a + 3, X,; + 3,X,; +u;, onde osu; sao erros

independentes entre si com distribuicdo normal ddianzero, variancia’® e
independente deX,;, teste a hipoteseH,: 5, = GOcontra a hipotese
H,: B, >0, adotando um nivel de significancia de 5%.

Tanto no item (d) como no item (e) o teste se eedeinfluéncia deX, sobre

Y. Os resultados dos testes séo diferentes? Por qué?
E possivel, com base na amostra dada, fazer o fmmte “falta de
ajustamento” relativa ao modelo do item (d)? Exysiq
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h) E possivel, com base na amostra dada, estimarréamemos do modelo a
seguir? Justifique a resposta.

Y, :a'+,81X1j +,82X2j +,83X121 +,34x221 +u;

4.34.Um pesquisador admite que a varia¥et linearmente dependente das variaveis
X, e X,. Obtém, entdo, uma amostra aleatéria conbservagdes d¥, X, e
X,. Os coeficientes de correlacao simples gae=0, r,, =08 er,=06. O
pesquisador, que esta procurando “explicar’ asagdes deéY, observando que o
coeficiente de correlacdo simples entre X, € igual a zeror(, =0), propde que
X, deixe de ser considerada como variavel explaratériverdade que, como
sugere esta proposta, o coeficiente de determindg&egressao linear multipla
deY em fungdo deX,; e X, € igual ao coeficiente de determinagéo da regressa

linear deY contra apenaX, ? Calcule esses coeficientes de determinagao.

4.35.SejaQ a quantidade demandada de certo produto, em desgtonmercado, por

unidade de tempo, sefd o respectivo preco e sey a rendaper capitados

consumidores. Admita que essas variaveis estdoioeldas de acordo com o
modelo

— Bip] B2
Q; = PWie,
e queu,; =loge; sao erros aleatdrios independentes com médiaezeasiancia

constante. Dispomos das seguintes observagoes:

Pi Wi Qi

1 1 10

1 10 100

10 1 10
10 10 100
10 100 100
100 100 100
100 10 10
100 1000 100
1000 1000 10
1000 100 10

a) Que anamorfose devem ser feitas para obtermos udelmale regresséo
linear multipla?
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b) Obtenha as estimativas ¢ef, e £, (utilize logaritmos decimais).

c) Faca a andlise de variancia da regressao e calcuddor do coeficiente de
determinacdo multipla. Teste, ao nivel de sigmifité de 5%, a hipotese
H,: B, =0, =0.

d) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipowseajue o coeficiente de
elasticidade-preco da demanda do produto é igual,acontra a hipotese
alternativa de que o coeficiente de elasticidadggda demanda €, em valor
absoluto, menor do que 1.

e) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipowsajue o coeficiente de
elasticidade-renda da demanda do produto é iggB% contra a hipGtese
alternativa de que esse coeficiente é diferenta&te

f) Calcule a estimativa da variacédo percentual natglsate, demandada quando
0 preco aumenta de 1% e a repaa capitacresce 3%. Obtenha, também, a
estimativa do desvio padrao dessa estimativa.

Sugestédo: @ Mostre que as estimativas ¢& e £, ndo sdo alteradas se

mudarmos a base dos logaritmos utilizados; port@seas estimativas seriam

as mesmas se fossem utilizados logaritmos nepstig#p Lembre que, com

4Q

logaritmos neperianos temosa=A(IogQ), desde que as variacdes

consideradas sejam pequenas.

4.36. Considere o modelo estatistico de uma funcédo ddupém tipo Cobb-Douglas
Z; = Wi e, 1)

ondeZ é a producgéo de determinada cultWé&,é a area cultivada, em hectares, e

W, representa o montante de despesas com mao-desodemais insumos
(sementes, fertilizantes, defensivos, etc.). Admia se dispde dos valores4le

W, e W, para uma amostra eeempresas agricolas.

De (1), aplicando logaritmos e fazendgZ; =Y;, logW,; = X,;, logW,; = X,,

J

, logf=a eloge; =u,;, obtemos o modelo de regressao linear multipla

Y =a+ Xy + B,Xy tu 1)
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Sejama, b e b, as estimativas de minimos quadrados ale 5, e p5,,

respectivamente.

Vamos admitir, agora, que o pesquisador preferkgsan@omo a produtividade da
cultura varia em funcdo do montante de despesasy@orde-obra e insumos por
hectare, isto €, comd /W, varia em funcéo d&V, /W,. A area cultivadaWy,) e

mantida como variavel independente no modelo pardicar se a escala de

producao afeta a produtividade.

Entdo o modelo fica

5,

W, .
£ - [—] 3 @
W, W,

O modelo (2) pode ser obtido de (1) dividindo oss dnembros da equacéo por

W, . Verifica-se quez =6, 0, =B, +B,-1eJ, = f3,.

De (2), aplicando logaritmos e fazenldg ¢ = y, obtemos o modelo de regressao

linear multipla
(Yj _le):y+5lxlj +52(X21 _X11)+Uj (2)

Sejamc, d, e d, as estimativas de minimos quadrados jde o, e 9,,

respectivamente

a) Demonstre quel, =b,, d, =b +b,-1ec=a.

b) Prove que o quadrado médio do residuo relativogeessédo (1’) € igual ao
quadrado médio do residuo relativo a regressao (2°)

c) No modelo (1'), para testar a hipétese de que a@amnde producdo é
linearmente homogénea (rendimentos constantesalagsou seja, para testar
H,: B, + 5, =1, devemos calcular

__b+b -1

© V(o +b,)

No modelo (2), para testafi, : 9, = d@evemos calcular
d,
W(d,)

Mostre que essas hipéteses séo equivalentes e seenquet, =t, .

t, =
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4.37.Admite-se que as variaveiX,, X, e Y estdo relacionadas de acordo com o

modelo
Y, =a+ B Xyt Xy tuy,
onde osu; sdo erros aleatorios, com as pressuposicoes uBudéxla a seguinte

amostra:

X, X, Y
6 24 2
10 16 24
13 10 50
15 6 64

E possivel estimar os parametros do modelo com hesta amostra? O nimero
de observacdes € insuficiente? Explique.
4.38. Admite-se queY € uma funcéo linear d¥,, X, e X;, de acordo com o modelo
Yj :a+,31xlj +,82X2j +,83X3]. +u;,
em que o erral; tem as propriedades usuais. A partir de uma aenesin 14

observacoes, foram obtidas as seguintes matriaesiderando todas as variaveis
na sua forma original:

14 56 84 O 168
, 56 248 368 O , 656 .
X'X = ,  Xy= e yy=2196
84 368 600 O 1040
0 0 0 14 28

Com todas as variaveis centradas, as matrizes sao

24 32 0 -16
X'X=132 96 0|, X'y=| 32| e y'y=180
0O 0 14 28

a) Qual o valor da média d¥, na amostra?
b) Determine as estimativas de minimos quadradgs, de, e £,.

c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotdse 5, = 5, = 5, =0.
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d) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotdse 5, =0.

e) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdse 5, = 3, =0

4.39. A Tabela a seguir mostra os valoresXde X,, X, eY em uma amostra com 8

observacoes:
><1 X2 X3 Y
13 32 5 116
4 45 8
18 23 63
13 34 5 118
8 18 27 61
3 2 45 6
8 18 23 69
8 18 27 55

Fazendo uma regressao multipla¥deontra X,, X, e X,, verifica-se que os
respectivos coeficientes de regresséo sdo 0, 1 gsshdoX, e X, como controles,
néo se constateenhumefeito de X, sobreY.

Verifique, também, que a regressdo simples de Wr&oX, fornece um
coeficiente de regresséo igual a 11 e que o tedderespectiva hipétese de nulidade é
igual a 26,42, fortemente significativo.

Esses dados foram construidos cém e X, como fungdes deX; (com erros

independentes) ¥ como fungédo deX, e X,. Nao ha efeito direto dX, sobreY, mas

ha efeitos importantes associado<@ e X,.

Respostas
42. a)Y =3X,+X,
b) F = 14
¢) (Contribuicdo deX,) = 72;F = 18
(Contribuigéo deX,) = 40;F = 10
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.10.

a)Y =6+ X, - X, +2X,

b) F=5/3

¢) (Contribuicdo deX,) = 6;F =5/3
(Contribuigéo deX,) = 4;F = 10/9
(Contribuicéo deX;) = 8;F = 20/9

a)Y =2X, + X,

by F=25

c) (Contribuicdo deX,) = 40/13;F = 20/13
(Contribuigéo deX,) =5;F =25

/10 5
d) r-Y:LZ = 2_3 = 0659 ; rY2.l :% = 01745

) - 667<a <667 ; —4,94<B, <894 ; 1726, <3,72

f) 4+ 3,33

g) 8+ 10,18

a)Y=6+X,-X,+2X,, s*°=3
byF=2

c) t = 10,792, significativot = 3,707)

d) t = 1,633, nado-significativotf = 1,943)
, _ 95, , _ 55 , _ 4

€) Iyis =507 N Tog, © Naz T g
f) 743,73

t = -3,65, significativo

6,5+ 1,095

a)Y =35+2X, - X,

b)F=7

c) R? =% =09333 ; 12, =g = 08571

d) t = 3,67, ndo-significativo
e) 5,5+ 10,47

215



4.11.

4.15.

4.16.

4.18.

4.19.

a)Y = 55+2X, —3X,
b) F = 56,5, ndo-significativok, = 200

¢) R? =33 09912
114

d) 12, = 3—? = 08780

e) t =-9,39, ndo-significativo

f) F=274,50, significativo

g) A regido de confianca é delimitada pela elipgé —8q,q, + 50>
ondeq,=5,-2 e ¢,=45,+3

h) t=10,607, significativo

i) 3+9,47 ou - BA7T<E(Y|X, =X, = 25) < 1247

a)Y =9+2X - X2, s = 035

b) F = 77,14, significativo

c) R?=09872

d) t = —6,325, significativo

e) (Contribuicio deX?) = 14
F =40, significativo

F = 10, significativo &, = 7,56)

a)a=6,b=-1eb,=-2

/3 0 0
b) (X'X)'s?=| 0 3/8 O
0 0 3/4

c) 2,17 <Y, < 8,17

d) t = 0,943, ndo-significativo (A regido de rejeicain>1,943)
e) F = 25,33, significativo E,= 5,14)

a)Y =7+14X —4X?

b) F =52,5;R* =0, 9545

c) 1,5 doses

d) t = —8,944, significativo (A regido de rejeicdb<—-3,365)
e) F = 11,11, n&o-significativoK, = 16,26)

2 _

400
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4.20. a)b, =07, b, =02, gb,) = 4b,) =01025
b) R* = 086
c) t =-1,195, nado-significativat{ = 2,086)
4.21. )Y = 2X, +2X,
b) R? = 0964.
c) t =-2,828, significativo (A regido de rejeicdb<— 2,353)
d) F = 41, significativo &, = 30,82)

€) Ny = % = 0708;F = 7,27, ndo-significativoR, = 34,12)

) Y=6
254< E(Y | X, =05, X, = 25) < 946
g) No exercicio anterior temas, = 067 e neste temosg, = 082.
Portanto, a multicolinearidade é mais forte no ecéw 4.21.
422.a)b=2eb,=-1
b) s* =24/7;t=-4,583, significativo (a regido de rejeiciint-2,624).
4.24. 0 tempo, em anos, €, neste caso, uma vanogl (variavel representativa) para

varias variaveis socio-econdmicas, como a rgmelfacapitae as mudancas nos

hébitos de consumo (estas, por sua vez, asso@amtascente urbanizacao etc.).
4.29. a)b, = 4025, b, =-0,2697ea = 35,776.

b) R? = 085.

c) F = 28,33, significativo E, = 4,10)

d) t = -1,633, ndo-significativot{=2,228)
4.30. F = 18, significativo E, = 4,46)
431l.a) b=4eb, =1, =2

F = 6, ndo-significativo &, = 7,71)
b) ¢ =F =6. Na realidade, o célculo dg@ como foi indicado neste item do

exercicio, € uma maneira de obter o valor Flegara testar a hipdtese
Ho B =P5.
432.d=1 ec=0
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4.33.

4.34.
4.35.

4.37.

4.38.

a) 1,75
b) 0,625

7 25 5
c)a=—,b=— eb,=-—
) 3 o 12 2 24

d) t = 3,796, significativo ;= 2,353)
e) t = 2,331, nado-significativot{ = 2,920)
f) A inclusdo deX, afeta o valor da estimativa do coeficiente deaggfio, 0

valor da estimativag®) da variancia residual e o valor do coeficientstjdw
da matriz (X'X)™, da variancia da estimativa do parametro. Estendlt

efeito, bastante importante neste exemplo, se @eeerelacdo entr&; e X,

g) Nao, porque nédo ha repeticdes.
h) Sim. Entretanto, como temos apenas 5 observacdes neodelo tem 5
parametros, ndo é possivel fazer qualquer andist¢istica (ndo ha graus de

liberdade para o residuo).
R*=1le r’, = 064
a) Y =logQ, X, =logP e X, =logW.
b) c=10V10, b, =-05 e b, = 05.
c) R*=06; F = 5,25, significativo F, = 4,74).
d) t = 3, significativo (,= 1,895).
e) t = —2,1Q n&o-significativo(t, = 2,365).
f) AY = 001ou um crescimento de 1% ém
s(4Y) = 0,00398 ou, aproximadamente, 0,4% Qe

Os parametros ndo podem ser estimados com f@ssa amostra pois ha

multicolinearidade perfeita. Verifica-se que pasataobservacoe8X, + X, =36

a)X, =6 byb'=[-2 1 2
c) F :4—60 = 667, significativo (F, = 6,55)
d) t = 3,06, ndo-significativot{= 3,169)

e) F= %2 = 533, significativo (F, = 4,10)
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5. Uso DE VARIAVEIS BINARIAS

Neste capitulo vamos examinar a utilizacdo de waiséinarias como variaveis

explanatérias em analise de regressdo. Uma varldinéria (também denominada

variavel “dummy”) é aquela que s6 tem dois valatesintos, geralmente zero e um.

Preliminarmente, vamos lembrar os diversos niveisiddida de uma variavel.

5.1. Niveis de medida

Podemos distinguir os seguintes niveis de medidssoalas:

a)

b)

d)

Escala nominal, quando temos apenas uma claséificagn categorias.
Exemplos: sexo ou religido das pessoas. Neste cEsdprem usados
numeros para indicar as diferentes categorias sé@lesapenas “etiquetas” ou
‘nomes”.

Escala ordinal, quando é valida apenas a ordem@ogros. Exemplo: uma
escala detatussocial.

Escala intervalar. Neste caso vale a ordem e tangm@emos comparar,
numéricamente, intervalos (diferencas) entre valoMas a razdo entre
valores nao tem sentido porque a origem € arlatr&siemplos: temperatura
medida em graus centigrados ou graus Fahrenhei édata). Tem sentido
dizer que o periodo 1982-1990 (incluindo extren®8&ESs vezes mais longo
do que o periodo 1979-1981, mas nédo tem sentidéw dire no ano de 2002
estavamos no “dobro” de 1001.

Escala razdo ou cardinal, quando séo validas tadasperacbes com 0s

valores. Exemplos: comprimento, peso, idade, valametario.

Note-se que ha um “enriquecimento” progressivo idaificado dos numeros

guando passamos de uma escala para a seguintdena@m que foram apresentadas.

Pode-se argumentar que a escolaridade de uma p&ssoa variavel apenas

ordinal. Mas é comum, em trabalhos econométriamssidera-la como cardinal.

Note-se que o calculo de uma simples média entre whlores implica a

comparacao de dois intervalos e exige, portant® agmedida tenha escala intervalar ou

cardinal. Para uma escala nominal podemos determinmeda (mas ndo a mediana ou
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a média). Para uma escala ordinal podemos detarmaini@ a moda como a mediana,
mas ndo a média da variavel.

Com uma variavel binaria ocorre algo interessa@teno ela tem apenas dois
valores distintos, ha um udnico intervalo e ndo puoae dizer que ela contrarie a
condicdo para ser considerada intervalar. Isso ifeermue uma variavel binaria seja
usada como variavel explanatdria em analise dessgo.

Cabe ressaltar que o modelo usual de regressageratte que a variavel
dependente Y) seja binaria. E Obvio que uma variavel que inalan erro com
distribuicdo normal ndo pode ser binaria. H& mé&oekpeciais (como os modelos de
|6gite e prébite) para analisar varidveis deperegebinarias.

5.2. Uso de variaveis binarias para distinguir as categorias de uma

variavel nominal

Vamos admitir que uma variavel nominal tetkh@ategorias. Podemos usar
1 variaveis binarias para distinguirkasategorias.
A tabela 5.1 mostra uma maneira de distinguir asges do Brasil usando 4

variaveis binarias, adotando o Nordeste chase

TABELA 5.1. Uso de 4 variaveis binarias para distingugddes.

Variavel binaria

Regido
Z Z, Z, Z,
Nordeste 0 0 0 0
Norte 1 0 0 0
Sudeste 0 1 0 0
Sul 0 0 1 0
Centro-Oeste 0 0 0 1

Consideremos o modelo de regresséo

Y =a+ X+ 2y +YoZo tYaZs Yyt (5.1)

J

O parametroy,, por exemplo, € o valor esperado da mudancgaygnguando

passamos do Nordeste para o Sul, para dado valgr de
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Para dado valor de(j ,

a diferenga entre o valor esperado¥jeno Centro-
Oeste e no Sudesteyg -y, .

Cabe assinalar que ha varias outras maneiras a®metdistinguir as 5 regides
por meio de variaveis binarias. Uma alternativanterado o Nordeste comuase €

apresentada na tabela 5.2.

TABELA 5.2. Outra maneira de definir 4 variaveis binapasa
distinguir 5 regides.

Variavel binaria

Regido
Z, Z, Z, z,
Nordeste 0 0 0 0
Norte 1 0 0 0
Sudeste 1 1 0 0
Sul 1 1 1 0
Centro-Oeste 1 1 1 1

Sejad, o coeficiente dez; (i = 1, 2, 3, 4) no modelo com essa nova definicao
das variaveis. Neste caso o valor esperado da madamY, quando passamos do
Nordeste para o Sul, dad$, , € d, + 9, +J,. Pode-se provar que o uso de alternativas

corretas na definicdo das variaveis binarias levasaltados equivalentes. Assim, a

estimativa ded, + 9, + 0, sera igual a estimativa dg no modelo (5.1).

Se 0 modelo de regressao tiver um termo constadi®,podemos utilizak
variaveis binarias para distinguk categorias pois isso causaria um problema de

multicolinearidade perfeita. Consideremos o esquemaue a variaveZ, (comi = 1,

..., K) é igual a 1 para aésima categoria e € igual a zero para as demtEgaras.
Neste caso a primeira coluna da ma¥izcujos elementos sédo todos iguais a 1, seria
igual a soma das colunas referentesk asariaveis binarias e, consequentemente, a
matriz X'X seria singular. Mas podemos usar uma binaria pada categoria se o
termo constante for eliminado do modelo de regoesBar exemplo, para captar as
variacdes estacionais em uma série de precos rmatesaim produto agricola podemos

utilizar o modelo

1
Yo=a+2yZ, tuy, (5.2)
i=
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com Z, = lpara a-ésimo més do ano e
Z, =0 para os demais meses,

ou 0 modelo
12
Y, :Z:lyizit tU, (5-3)
Mas teriamos multicolinearidade perfeita se teet@ss usar o modelo
12
Yo =a+2 iz +y, (5.4)
i=1

Vejamos um exemplo numérico de uso de uma varidvndria para distinguir

dois periodos utilizando a amostra de 8 observag@evariaveisX; e Y, apresentada

na tabela 5.3.

TABELA 5.3. Amostra de 8 pares de valores das variaxgise
Y.

it

Periodo

<

Nw N R~ N R X
N WO oo NN ®

Admitamos que as quatro primeiras observacfesfeeene a um periodo com
caracteristicas distintas do periodo ao qual sreef as quatro Ultimas observacgdes.

Assim, por exemplo, s&; € o preco de um produto¥e € a quantidade demandada, os

dois periodos em questdo poderiam ser invernod@yeu um periodo de guerra e um
de paz, ou ainda, antes e depois de uma impoxantpanha publicitaria.
Para avaliar as mudancas de um periodo para @otisideramos uma variavel

binaria (Z; ) que assume o valor unZ ( = 1) quando a observagao esta no periodo | e
o valor zero £; = 0) quando a observagdo esta no periodo L.
O modelo estatistico é

Y, =a+)Z, + X, +uy, (5.5)

J
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Entéo, no periodo | a relacéo fica
Y, =(a+y)+ BX; +u,
e no periodo Il a relacao fica

Y :a+,6’)(j +U;

Portanto, estamos admitindo que o coeficiente geessdo £ € o0 mesmo nos
dois periodos, s6 mudando o nivel em que a retdocaiza. O modelo (5.5)
corresponde, graficamente, a um par de retas [sgale

A matriz X relativa ao modelo (5.5) é

1 1 1]
1 1 2
1 1 3
1 1 4
X =
1 0 1
1 0 2
1 0 3
1 0 4]
Obtemos
44 8 4 20
X'y=| 28| , X'X=| 4 4 10
100 20 10 60
e
7 1 1]
8 4 4
_ 1 1
XX)t=|-= = 0
( ) 4 2
N 1
! 10 |

Segue-se que o vetor das estimativas dos parangetros

a 65
b=|c|=(X'X)*X'y=| 3
b -1

A equacdo de regressao estimada é
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Y, =65+3Z, - X,
Na figura 5.1 esta o par de retas paralelas camegmte a essa equacao,
juntamente com os pontos da amostra.
Para fazer a analise de variancia da regressdesemada na tabela 5.4,

calculamos

S.Q.Res=y'y —b'X'y = 272— (654 +3[28-1100) = 2

Y.)?
(ZT') =272-242=30

S.Q.Total =y'y -

TABELA 5.4. Analise de Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 2 28 14 35
Residuo 5 2 0,4
Total 7 30

0 T T T T X
1 2 3 4

Figura 5.1.Retas paralelas ajustadas aos dados da tabela 5.3.

Vamos testar, ao nivel de significancia de 1%, pteseH,:y= Ocontra a

hipotese alternativéd , : ) > 0.

Temos
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V(c) = % 04=02

A regido de rejeicdo, para um teste unilateral Bagraus de liberdade e ao nivel
de significancia de 1%, £> 3365. O resultado obtido &, portanto, significativdois,
rejeita-se, ao nivel de significancia de 1%, a tepé de que o termo constante da
relagdo linear entr¥, e X; seja 0 mesmo nos dois periodos.

Os calculos para ajustar um par de retas paraelasiados apresentados, com
namero igual de observacées em cada periodo, fisais simples se considerarmos o
modelo com a variavel independente centrada:

Y, =a+)Z; + X +u,,
com Z, =1 no periodo | €; = -1 no periodo II.

Neste caso, obtemos

44 8 0 O
X'y=| 12| , XX=/0 8 0,
-10 0O 0 10
1 9 o
8

(X'X)*=]0 % 0

o o =L
I 10
e
55
b=(X'X)"Xy=| 15

A equacdo estimada é
Y, =55+15Z, - x
ou

Y, =8+15Z, - X,
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No periodo |, comZ,; =1, temos

A

Y. =95-X,

J J

e no periodo Il, conZ,; = -1, temos
Y, =65- X,

O resultado, como era de se esperar, € 0 mesmoolgieemos quando

utilizamos o modelo (5.5).

5.3. Uso de variaveis binarias para ajustar poligon  ais

Neste caso as variaveis binarias sdo usadas patea eamudanca na inclinagéo
entre segmentos consecutivos da poligonal.

O modelo geral para uma poligonal ckwertices k +1 segmentos) &
k
Y; :a"'/@(j"'glyhzhj(xj_eh)"'uj (5.6)

onde ¢, € a abcissa db-ésimo vertice (que pressupomos conhecidd,eé uma

variavel binaria tal que

Z,, =0 paraX; <6,

Z, =1 paraX; >6,
Pode-se verificar qug,, € a mudanca na inclinagdo beésimo segmento da
poligonal, em relacéo a inclinacdo do segmentaiante
Para uma poligonal com 3 segmentos o modelo fica
Y, =a+,ng +ylzlj(xj _01)+y222j(xj _‘92)"'”]
(5.7)
A figura 5.2 mostra como poderia ser a forma dagpokl que mostra como

E(Y;) varia em fungao de&; comy, <0 e y, <0.
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E(Y)

6, g, X
Z, =0 Z =1 Z =1
Z,=0 Z,=0 Z,=1

Figura 5.2.Uma poligonal com 3 segmentos.

Para o lintervalo (X, < ,) areta é

E(Y,) =a + BX, (5.8)
No 2 intervalo (6, < X, <#6,) areta é
E(Y;)) =a-y6,+(B+y)X, (5.9)
No R intervalo (X, >6,) areta é
ECY,)=a-y,6, — V.0, +(B+Vy, +V,)X, (5.10)

E interessante verificar que tanto (5.8) como (pr@fluzem a mesma ordenada

paraX; =6, (que € a ordenada dbértice). Analogamente, (5.9) e (5.10) produzem a
mesma ordenada paxg =4, .

Para obter a poligonal da figura acima devemosaterO, f>0, y, <O,
y,<0, f+y,>0efB+y +y,<0.

Vamos considerar um exemplo numérico para o quabdelo tem apenas dois
segmentos. Nesse caso 0 modelo fica

Y, =a+ X, +)Z, (X, -0)+u,,

(5.11)
comZ; =0 paraX; <6 eZ, =1paraX; >0 .

227



Consideremos, por simplicidade, que estamos andlisa tendéncia de uma
variavel (Y;) qualquer, ou seja, consideremos que a variavelaeatoria (X;) € o
tempo, medido em anos, por exemplo.

Na tabela 5.5 sdo apresentados os valores de 6vab3es consecutivas da

variavel Y;. Vamos admitir que a inclinagéo da linha de ten@ése modifique na3

observacdo. Desejamos, portanto, ajustar uma paligiom um vértice cuja abcissa é
igual a abcissa d& 8bservacao.
Para facilitar os célculos, vamos considerar quénsiante correspondente & 3

observacdo temos<; = 0. Dessa maneira temdas=0 e o modelo estatistico do

problema em questao fica

Y, =a+pBX, +)Z,; X, +u (5.12)

j
ou, fazendov, =Z; X,

Y, :cr+,6>(j + W, +u,

TABELA 5.5. Amostra de 6 observagdes consecutivas davehl; .

Tempo (X;) Z, Y,
-2 0 55
-1 0 5,0
0 0 1,0
1 1 3,5
2 1 4,5
3 1 4,5

Para as 3 primeiras observacoes, ofde- 0, a relacao €
E(Y;) =a+pX,,
e para as 3 ultimas observacGes, oAde- 1, a equagdo da tendéncia passa a ser
E(Y))=a+(B+))X,
Confirma-se, portanto, qyerepresenta a mudanca na tendéncia.

Para o exemplo apresentado, obtemos:
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1 -2 0
1 -1 0 24
1 0 0 ,
X = , Xy=|10| ,
1 1 1
1 2 2 26
1 3 3]
6 3 6 70 42
X'X=(3 19 14 ,(X'X)‘1=i 42 48
114
6 14 14 -72 -66
e
a 2

b=|b|=(X'X)"'X'y=|-2
c 3

A equacéo ajustada é

A

Y, =2-2X, +3Z,X,

-72
- 66
105

A poligonal correspondente esta tracada na figuBaNiote que a declividade no

primeiro periodo € —2 e no segundo periodo é (3R=1.

T T T T Al

-2 -1 0 1 2 3 X

Figura 5.3.Poligonal ajustada aos dados da tabela 5.5.

A seguir calculamos
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S.Q.Res. y'y -b'X'y =109- (2[24-2[10+3[26) =3

e fazemos a analise de variancia da regressaceampaeda na tabela 5.6.

TABELA 5.6. Analise de Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regresséo 2 10 5 5
Residuo 3 3 1
Total 5 13

Para verificar se a mudanca de tendéncia apos cairterobservagcédo é

estatisticamente significativa, fazemos o teste hif@dtese H,:y= 0 Para isso

calculamos
\7(0) _105_35
114 38
e
{=€0_ 3 _ 3126
s©)  [35
38

O valor critico dd para um teste bilateral, ao nivel de significanie®% e com

3 graus de liberdade, é 3,182. O resultado ob#@aoéy portanto, significativo.

5.4. Mudanga estrutural

Vamos admitir que estamos analisando a relacde dogs variaveisX; e ;)

e temos duas situacdes (dois periodos, duas regibeBias categorias). Sejg o
numero de observacdes disponiveis para a situag&ejan, o niumero de observagfes

disponiveis para a situacdo Il. Podemos usar umaveh binaria para distinguir as

duas situacoes, fazendd; =0 para as observagdes da situacao Z,e=1 para as

observacoes da situacao Il. Admitindo que tantaig€!” como a inclinacédo da relacao

entre X; e Y, sejam diferentes nas duas situagées, um modedpréguio €

Y, =a+ X, +VZ; +A; X, +u, (5.13)

230



A equacao estimada com base nas n, observacgoes é
Y =a+bX +cZ+dzZx (5.14)
A respectiva soma de quadrados residual é

S.Q.Res. =§,, comn, +n, — 4 graus de liberdade
Na situagao I, conZ; =0, arelagao entréeY e
E(Yj )=a+ lng

Na situagao Il, conz; =1, a relagao fica

E(Y,)=a+y+(B+9I)X,
Para verificar se existe “diferenca estrutural'rerats duas situacdes testamos a

hipotese
Ho:y=0=0 (5.15)

SejaF; o valor deF calculado para testar essa hipotese.

O modelorestrito para a hipdtese (5.15)¥% =a + X, +u;. SejaS; a soma
de quadrados residual obtida ajustando esse moesiioto asn, +n, observagdes.
Entdo S; esta associado a, +n, — 2 graus de liberdade. De acordo com (4.85),

sabemos que o valor d& pode ser obtido de

F. = 2 (5.16)

n+n,-4

Se admitimos que a relagdo entle, e Y; € distinta nas duas situacoes

analisadas, € ldgico ajustar regressdes separatiapsa cada situacao.

Para a:, observacgdes da situagéo | obtemos

Y=a +bhX e S.QRes.$S ,comn -2 graus de liberdade

e para as1, observacgoes da situagéo Il obtemos
Y=a,+b,X e S.QRes.$,, comn, -2 graus de liberdade.
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Pode-se provar que, =a, b, =b, a, =a+c e b, =b+d, isto é, que as duas
retas estimadas separadamente sao idénticas amtonje duas retas estimado por

meio do modelo (5.13). Consequentemente
S+S, =5,
Entdo o test& para mudanca estrutural pode ser obtido de

Se=(S,+S,)

F, = S ESZ (5.17)

n1+n2—4

Esse é o teste de Chow para mudanca estrutural.
Genericamente, para um modelo c@rparametros em cada uma das duas

situagOes, temos
S=(5+S,)

_ p
F. = 545 (5.18)

n +n,-2p

Para ilustrar o tema, consideremos um exerciciesgptado em Draper e Smith

(1966), no qual dispomos de 9 valores de uma \elri#ly, observados em 9 meses

consecutivos. Vamos admitir que ha uma tendéncie s quatro primeiras
observacoes, e que ha outra tendéncia para asmasilbbservacdes, com mudanca
tanto no termo constante como no coeficiente ang®#ara captar essas mudancas

definimos uma variavel binariaZ; cujo valor &€ zero para as quatro primeiras
observacdes e € 1 para as 5 Ultimas observacGedo g o numero de ordem dos 9

meses, para simplificar um pouco as contas, vaniibigau a variavel centrada

X; =X;=-5.0 modelo fica
Y, =a+ X+ +3 X, +U; (5.19)

A tabela 5.7 mostra os valores das variaveis quaagtilizadas para estimar a
equacao.
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TABELA 5.7. Valores da variaved, e das variaveis explanatorias

utilizados para ajustar um par de retas.

Tempo em
meses K ) Y, X; Z Z;X;
1 1,0 -4 0 0
2 4,0 -3 0 0
3 6,0 -2 0 0
4 7,0 -1 0 0
5 9,5 0 1 0
6 11,0 1 1 1
7 11,5 2 1 2
8 13,0 3 1 3
9 13,5 4 1 4
Tendo em vista o modelo (5.19), obtemos
9 0 5 10] [ 765]
0 60 10 30 92
X'X = , X'y =
5 10 5 10 585
10 30 10 30| 1127 |
[ 15 05 -15 -05]
05 0.2 -05 -02
(X'X)* =
-15 -05 21 03
|-05 -02 03 03]
Entao
[a] [ 95
b 2
b= |[=(X'X)"X'y=
c 0,2
_d_ __1 -
Y, =95+2x, +02Z, -Z,x, (5.20)
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No primeiro periodo, conz; =0, a reta estimada €

Y, =95+2x, ou Y, =-05+2X,

No segundo periodo, co; =1, a reta estimada e
Y, =97+x;, ou Y, =47+X,

A figura 5.4 mostra os pontos da amostra e o paetds ajustado.

13 A
12 4

S
A

O = N W A L N o v
PR SO TR VRN WO W 1

1 2 3456789 X
Figura 5.4.Retas ajustadas aos dados da tabela 5.7.

Para fazer a andlise de variancia da regressaeseapiada na tabela 5.8,

devemos calcular

S.Q.Res. 3'y —b'X'y = 79675- 79545 = 13

TABELA 5.8. Anélise de Variancia

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
Regressao 3 145,2 48,4 186,15
Residuo 5 1,3 0,26
Total 8 146,5

A tabela 5.9 apresenta, além das estimativas da@droguyarametros, as
estimativas dos respectivos desvios padrbes, @ttesa correspondente probabilidade

caudal (probabilidade associada a valores absdlatoshaiores do que o calculado).
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TABELA 5.9.Estimativas dos parametros do modelo (5.H@seespectivos
desvios padrdes, o teste a correspondente probabilidade caudal.

Parametro Estimativa Desvlo Testet Probabilidade
Padrao caudal
a 9,5 0,6245 15,21 <0,01%
Yej 2 0,2280 8,77 0,03%
y 0,2 0,7389 0,27 79,75%
o -1 0,2793 -3,58 1,59%

A estimativa dey ndo é estatisticamente diferente de zero, masamdio um
nivel de significancia de 5%, rejeitam-se as hipégede nulidade d& S oud.

E importante observar que o mesmo par de retatadfusom base no modelo
(5.19) é obtido fazendo-se duas regressoes lineangdes.

Considerando os 4 primeiros pares de valores parzadaveisY, e X,

obtemos

N

Y, =-05+2X, (5.21)
com S.Q.Res. = 1.

Considerando os 5 Ultimos pares de valores pararé/eisY; e X; obtemos

N

Y, = 47+X, (5.22)

com S.Q.Res. =0,3.

Note que a soma de quadrados de residuos dessageatpassoes lineares
simples é igual a soma de quadrados de residuoegtassdo mdultipla ajustada
anteriormente.

O ajustamento dessas duas regressoes linearegsiagije menos calculo do
gue o ajustamento de um modelo como (5.19). Entiietam modelo como (5.19) tem
a vantagem de tornar relativamente mais facil tesp@steriormente, hipotese
envolvendo os valores dos parametros das duas retas

Para fazer o teste de mudanca estrutural da mandicada por Chow, além de
obter as somas de quadrados de residuos das eg|(@a¢lg e (5.22), € necessério obter

a soma de quadrados residual de uma regressaodingzes deY, contra X; para as
9 observacdes. A equacao estimada é

A

Y, =0,8333+ 1533X,, (5.23)
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com S.Q.Res. =5; =54333, associada a 7 graus de liberdade. De acordo 8dm)(

obtemos

54333~ (L+ 03)

_ > 20667 _

Fe 1+ 03 026 7>
5

Ao nivel de significancia de 5%, com 2 e 5 grau$ilsk¥rdade, o valor critico de

F € 5,79. Portanto, rejeita-se a hipétese de quéodee mudanca estrutural a partir do

5% ano, isto é, rejeita a hipdtesd,:y=9= . Cabe assinalar que o teste dessa

hipotese também pode ser feito usando (4.60), dbtee exatamente 0 mesmo
resultado.

Tendo concluido que hd mudanca estrutural, o anestto do modelo (5.19)
permite que se especifique melhor a natureza daangad Nesse exemplo numérico,
tendo em vista a tabela 5.9, verifica-se que a mgalaocorre, basicamente, no

coeficiente angular da relagao linear entyee X ; .

5.5. Analise de variancia de dados com varios trata  mentos e o teste para
“falta de ajustamento”

Consideremos um total de observacdes de uma variavel, submetidal a

diferentes tratamentoh € 1, ...,H). SejaY,, o valor da-ésima observagéo referente ao

h-ésimo tratamento. A variavel em questdo pode s@rego de um produto em
diferentes regides, a renda de individuos classlie conforme o nivel de escolaridade,

a producédo de milho nas parcelas de um experintEnt@mpeticdo de variedades, etc.

Sejan, o numero de observagdes relativahi@simo tratamento, cujo total é
T, = Zinhi (5.24)

O total geral
G :Zthh :%jiZYhi (5.25)
Para distinguir o#H tratamentos vamos utiliz&t variaveis binariasZ, (com

h=1, ...,H), fazendoZ, = 1 para as observagoes liésimo tratamento &, = 0 para

as observacgfes dos demais tratamentos. O modetgmssao é

Yo =Vily H YLy o+ Y2, tuy (5.26)
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As linhas da matriX desse modelo tém todas um unico elemento iguaka4

demais elementos iguais a zero. Assim, em todashas temos
Z+Z,+.+Z, =1 (5.27)
Verifica-se que a matrizX'X € uma matriz diagonal com o numero de

observacdes de cada tratamento na diagonal e ge®mcolunaX'y é formado pelos

totais dos tratamentos. No caso-le 3 tratamentos, temos

n, 0 0 T
XX =0 n, 0 , Xy =T,
0 0 N, T,
i 0 0 L
n, n
1 T,
(XX)*={0 — 0 e b=XX)'Xy=|-=
n2 n2
L N, | | N3 |
Segue-se que
T2
S.Q.Res. 3y'y-b'X'y=Y3>Y2-> " =
h i h h
2 T2 2
=£ZZY§ —G—j—[Z—“—G—j (5.28)
hi n h n, n

Na primeira expressao entre parénteses podemos\hexsr a soma de

guadrados total:

2 2
S.Q.TotaI:ZZ[Yhi —G—j =zzvh?—% (5.29)
h i n h i

comn — 1 graus de liberdade.
A Ultima expressdo entre parénteses em (5.28) énm@m le quadrados de

tratamentos:
T2 GZ
S.Q.Trat.=Y-"-—— comn—H graus de liberdade (5.30)
hn, N
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A soma de quadrados de tratamentos representatex gamrvariagdo doy,,
devida as diferencasntre tratamentos, ou diferengas entre médiasygenos varios

tratamentos ou categorias consideradas.

Note-se que, dados os valores ¥g, as expressodes (5.28), (5.29) e (5.30)

permitem calcular S.Q.Trat., S.Q.Total e S.Q.Rem gue seja necessario estimar os

parametros do modelo (5.26).

Vamos admitir, agora, que os diferentes tratamesgodistinguem apenas pelo

valor de uma variaveX, e seja X, o valor correspondente deésimo tratamento.
Pressupondo que o efeito d€, sobreY,, seja linear, os parametrgg do modelo

(5.26) podem ser substituidos por BX,, . Com essa restricdo, o modelo fica
Yo =@+ BX N2, +Z,+..+Z) +uy
Lembrando (5.27), conclui-se que o modelo reséito
Yo =a+ pX, +uy, (5.31)
que € o modelo de uma regresséo linear simplég dentra X, .

Em geral, se os tratamentos sdo caracterizados yatw de k varidveis
explanatérias e pressupomos que seu efeito s6Bréinear, obtermos um modelo de

regressao linear multipla comp =k +1 parametros. Sep < H , esse modelo sera um

modelo restrito em comparacdo com o modelo (5.26).

A soma de quadrados residual do modelo irrestrito é
T? .
S, =22V - Zn—“, comn —H graus de liberdade (5.32)
h i h h

e a soma de quadrados residual do modelo restrito é
Sz =(S.Q.ResyY,, | Xys--X,,), comn —p graus de liberdade (5.33)

De acordo com (4.85), calculamos

Sk~ Sy
H-p
S, (5.34)
n-H
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Neste contexto, a difereng@, — S, € denominada soma de quadrados de “falta

de ajustamento” e o correspondente tdste2 denominado teste para “falta de

ajustamento”, pois um valor elevado 8¢ — S, indica que o modelo onde se impde a

linearidade do efeito das variaveis explanatorésse ajusta bem aos dados.

SO é razoavel utilizar o modelo de regressao lidea,; contra ak variaveis

explanatorias se esse teste for ndo-significativn.valor deF significativo indica que
devemos rejeitar a hipétese de linearidade docetkdts variaveis explanatorias sobre

Y,,- Neste caso deveremos nos limitar ao modelo (®@@&xperimentar outras formas
para a relacéo funcional entrg e as variaveis explanatorias.

Para exemplificar, consideremos os dados da t&@Jacom 8 observacdes e 3

tratamentos (3 valores distintos de uma Unica variéxplanatéria).

TABELA 5.8. Amostra de 8 valores ¥ecom 3 valores distintos dé

xh nh Yhi Th
2 4 14,11,12e13 50
3 2 18 e 17 35
5 2 22e21 43

De acordo com (5.32), obtemos
S, =2168-2162=6 , com 5 graus de liberdade
Ajustando a regresséo linear simplesfdm®ntraX, obtemos
Y =7+3X (5.35)
e S; =12, com 6 graus de liberdade.

Substituindo esses valores em (5.34) verifica-seaualor de~ para “falta de
ajustamento” é 5. Adotando um nivel de significard® 5%, o valor critico, paral e 5
graus de liberdade, B, = 66Entdo o resultado & ndo-significativo, ndo seitaja
linearidade da relacdo eniXee Y e € valido usar a equacéao estimada (5.35).

Se fosse adotado um nivel de significancia de I0D%Jor critico passaria a ser
F, = 406 e o valor obtidoK = 5) seria significativo. Neste caso ndo seriadael
utilizar a equacao (5.35) e deveriamos experimemtear outra relacdo funcional entfe

e X. Uma alternativa seria considerar o modgjo=a + 3, X, +,6’2X]-2 +Uu; . Para esse
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exemplo numérico ndo € possivel fazer o testeat&“fle ajustamento” para esse novo
modelo, pois 0 niumero de parametnes (3) é igual ao nimero de tratamentids=(3).
A soma de quadrados residual da equacéo de segumdgera, necessariamente, igual

a §,. Mas, se o numero de tratamentos fosse maior [iaoades fazer o teste de “falta

de ajustamento” para a equacdo de regressao dedsegrau e verificar se esse novo
modelo seria aceitavel ou se seria necessarioimgmar outras formas funcionais.

Cabe assinalar que o teste de “falta de ajustarhsftpode ser feito quando ha,
na amostra, mais de um valor ¥epara determinadas combinagbes de valores das
variaveis explanatoérias (que definem os tratamégnist® €, devemos ter > H. Isso €
comum em dados experimentais, mas ndo € comum elos dde amostras de

levantamentos sécio-econdmicos.

Exercicios

5.1. Na analise da oferta de certo produto, adsgitque a funcdo tem, conforme o
periodo do ano, 2 posi¢cfes distintas, mas com anenefeclividade. Foram observados os
valores

Periodo X = preco Y = quantidade
1 2,0

15

2,5

3,0

55

6,5

W N P W DN

Um pesquisador ajustou o modelo
Yo =a+pBX +Z +u,
comZ tomando valor —1 no periodo 1 e valor +1 no peribd
a) Estime os parametros.
b) Qual é o deslocamento da oferta de um periodoquera?
c) Verifigue se o deslocamento € estatisticamenteifgigtivo ao nivel de

significancia de 1%.

5.2. Uma variavelY assume, em 5 anos consecutivos, os seguinteesalyb; 3,0; 0; 3,0 e
2,5.
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5.3.

5.4.

Ajuste a esses dados uma poligonal com vértice paumto de abcissa igual a abcissa da

3% observacéo.
a) Qual é a estimativa da declividade figpériodo (da%a 3 observagéo)?

b) Qual é a estimativa da declividade fg@&riodo (da3a 5 observagéo)?
c) Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hipotesque essas duas declividades séo
iguais.

Dois ensaios de adubacao forneceram os seguistdtados:

Ensaio X = dose de nutriente Y = producéao
0 15

6,0

55

55

7,0

9,5

N P OIN B

Os trés primeiros pares de valores referem-s@asa@| e os trés ultimos pares ao

ensaio Il. Admite-se que a funcdo de producdo é parabola. Admite-se,

também, que as funcdes de producdo para os d@®grapresentam, para uma

abcissa qualquer, a mesma declividade, emboracaduworrespondente ao ensaio

Il esteja em nivel mais elevado.

a) Adote um modelo e estime 0s seus parametros.

b) Qual é a estimativa da diferenca de nivel entiduas funcdes?

c) Verifigue se essa diferenca € estatisticamenteetife de zero, ao nivel de
significancia de 10%.

d) Teste a hipétese de que o coeficiente de regreasdociado ao termo

quadratico é igual a —3, considerando um nivelgtafeeancia de 10%.

Dispomos de medidas da variavéldurante 5 anos consecutivos, com duas medidas

(repeticdes) para cada ano.

Ano Valores deY
le?2
5e5
5e6
7e9
6e8

a b~ WO N -
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Admite-se que h& uma tendéncia linear 8iad.4 ano e uma outra tendéncia linear dpdra o
5% ano.

5.5.

a) Usando um modelo de regressdo multipla apropriagiste aos dados uma linha
poligonal com vértice no®4ano. Qual é o significado das estimativas dosnpetrds
obtidas?

b) Faca a analise de variancia da regressao testfaitiode ajustamento”.

c) Teste a hipétese de que a declividade da linha® per2odo (4 ao 5 ano) € igual a

declividade da linha no®lperiodo (2 ao 4 ano), considerando um nivel de
significancia de 5%.
Consideremos duas amostras aleatérias, uma daelavig com n, observagdes, e outra

da variavel Y,, com n, observac@es. Indiquemos poy, e K, as médias dessas

variaveis, cujas estimativas sdo as medias dastramo‘g_ e \7, respectivamente.
Admitindo que as duas varidveis tém distribuicbesmais com variancias iguais, a

hipoteseH,, : 1, = 1, pode ser testada, como sabemos, por meio dd teste

Y, -Y,
1,1
n n,

L 12 Ny 12
igl(YJj _Yl) +i§l(Y2i _Yz)

n+n,-2

onde

SZ

Demonstre que este teste € igual ao testhativo a hipétesdd, : S =0, sendgB o coeficiente

de regresséo do modelo

Yo =a+pZ;+uyg,

onde:

5.6.

a) Z, € uma variavel binaria que assume valor —1 parabasrvag¢fes de uma das

amostras e valor +1 no caso da outra amostra;

b) o indicek = 1, 2 indica que se trata de uma observacgaoritvedY, ou da variavel
Y,, e

c) oindicei variade 1 a, sek=1edela, sek=2

Mostre que o testedescrito no exercicio anterior é, também, iguatestet relativo a

hipéteseH, : B =y, sendg3 e yos coeficientes de regressdo do modelo

Yo =B + Wy +Uy,
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ondeZ, =1 eV, =0 no caso das observacdes da amostr& de Z, =0 eV, =1
quando se trata das observagGes da amosltra. de

5.7. Para ajustar um par de retas a um conjunttden, observacdesr{ observagdes no
grupo | en, observagdes no grupo 1), podemos utilizar o nwdel

Yo =0 Zy + 0,2y + BZy Xy + BoZy Xy + Uy,
k=1,2 e i=1,2,..n oun,
com
2,=12,=072,=0e Z,=1
Demonstre que o valor dpara testar a hipétede, : 5, = 3, é

t= bl_bz
1 + 1 Q +Q,
ZX1Z| ZX; n+n,-4
onde, park =1, 2,

b Zilxkiyh
R

Xg = Xig = Xies

Y =Y — Yo

e Q e Q, sdo as somas de quadrados de residuo para asstegrdineares simples i

contra X,;, para os grupos de observagoes | e |l, respeativtnisto &,

Q, zzi:ylfi _bkzilxkiYki

5.8. Dados:
X Valores deY no
Tratamento 1 Tratamento 2 Tratamento 3
0 4 3 3
1 7 4 2
2 6 6 4
3 9 5 5
Totais 26 18 14

Admitimos que para cada tratamento existe uma deldipear entreX e Y, com 0 mesmo
coeficiente angular, isto €, admitimos que a reldgécional entre¥ e X pode ser representada
por um feixe de 3 retas paralelas. Sem(h = 1, 2, 3) os coeficientes lineares das retagae se
[ o coeficiente angular comum. Admitimos, tambéne ¥u= E(Y;) +u,, comi =1, 2, ..., 12,
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onde U; sdo variaveis aleatorias independentes, com nz&i@ varianciag? e distribuicdo

normal.

a)

b)
c)
d)

e)

f)

Determine as estimativas a&, (h = 1, 2, 3) e dg3 de acordo com o método de

minimos quadrados.

Quais as propriedades dessas estimativas?
Teste a hipotesel, : 5 =0.

Teste a hip6tesél, :a, =0 contraH , : a0, > 0.
. o1
Teste a hipétesél ;1 a, = E(a'2 +a,)

a, +a,

Teste a hipotesel, :a, =a, eaq, = +2.

Considere um nivel de significancia de 1%.

Sugestao: Adote, inicialmente, o modelo
3
Y, = hz_:lahzhi + X +u,

onde Z,; =1 para toda observacéo do tratamemt® Z,, =0 para as observacoes
dos outros dois tratamentos (com 1, 2, 3).
Dessa maneirax,, € o intercepto da reta relativala@simo tratamento.

A seguir mostre que o modelo inicialmente adotadquévalente a
3
Y, = hz_:ldhzhi + B% +U;

onded, =a, +pBX ex =X, - X
Os calculos ficam bastante facilitados utilizandsteeultimo modelo, pois a

correspondente matriX'X serd uma matriz diagonal.

5.9. Faca o teste para “falta de ajustamento” pararasego linear simples do exercicio 2.1.

5.10. Faca o teste para “falta de ajustamento” parassestimada no exercicio 2.19.

5.11. E dada uma amostra com 12 pares de valores daseiaX e Y:

X Y Temos

0 L2 Y =36 X =24 SY? =126
2 3:4:4:5 Y= , LX = ’ N

4 3,344 Yx*=32, Yy’=18 e Yxy=16
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Admite-se que as variaveis estejam relacionad@cakelo com o modely; =a + ,BXJ. +u;,
onde osu; sdo erros independentes, co(u;) =0, variancia constante e distribuicdo
normal.

5.12.

5.13.

5.14.

a) Determine a reta de regressdoYem relacdo &, de acordo com o método dos
minimos quadrados.

b) Calcule o coeficiente de determinagcdo e faca aisende varidncia da regressao,
adotando um nivel de significancia de 1%.

c) Verifique se ha razbes para rejeitar o modelo tingacialmente proposto,

considerando um nivel de significancia de 1%.
Verifique se ha razbes para rejeitar o modelo lipeaposto no exercicio 2.34.

Com base nos 8 pontos cujas coordenadas sdo dadalseta a seguir, ajuste um plano

que passe pela origem dos eixos, considerdnmomo varidvel dependente. Faca o teste
para “falta de ajustamento”. Verifique se o cdefite de X, é estatisticamente

diferente de zero, considerando um nivel de siginiftia de 5%

xl x2 Y

1 1 3,5

1 1 4,5

1 2 55

1 2 4,5

2 1 4,5

2 1 3,5

2 2 5,0

2 2 6,0
A tabela ao lado mostra uma Ano Quadrimestre Y
série  de 9  valores r 1° 15
. . - 2° 22
quadrimestrais da variavet. 0 15
Admite-se que essa variavel 2° 1° 11
apresenta variacbes ciclicas i ig
estacionais. Verifica-se que 30 1° 10
Y =147, YY?=2535 e 2 20
2 2 3° 20

Yy =134

a) Estabeleca um modelo de regresséo para captar rizg0es estacionais de,
utilizando variaveis binarias. Construa a maxiz

b) Estime os parametros do modelo.
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c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipétlessque ndo hé variagbes estacionais
[caso em que se telB(Y) =a].
d) Determine o intervalo de previsdo para o valo¥d® 2 quadrimestre do®4ano, ao

nivel de confianca de 95%.

5.15. E dada uma série de 9 valores anuais da varivel Ano v
Admite-se queY varia linearmente em fungao do 13 39
tempo (em anos), mas acredita-se que ocorreu uma g; 2;’
mudanca estrutural entre 4 & a 5 observacédo, de e 66
maneira que haveria uma tendéncia linear durande os 50 96
primeiros anos da série e uma tendéncia lineantdist 6° 108
durante os 5 ultimos anos. 7 111

0 120
Q° 135

Verifica-se queXY =792, 2 Y? =78588e Y y? =8892:
a) Estime as taxas aritméticas de crescimento anuéahdes dois periodos.
b) Verifique se a mudanca estrutural € estatisticagnsigiificativa. Sugere-se fazer o
teste com base nas regressdes simples, como iagicacChow.
c) Ha diferenca estatisticamente significativa entse taxas aritméticas de
crescimento d& nos dois periodos? Adote um nivel de significadei®% em todos

os testes de hipGteses deste exercicio.

5.16. Vamos admitir que temos os resultados de uma sEsdei orgamentos familiares, sendo
W a rendger capitae Q o consumger capitade determinado alimento. Os respectivos

logaritmos neperianos séo
Y=InQ e X=InW

Admite-se que a elasticidade-renda do consumo érrpara os relativamente pobres do que
para os relativamente ricos. Considera-se relatvaenpobres as pessoas c¥nx 4. Para
analisar comd varia em funcdo d¥ serd adotado, entdo, um modelo que correspond&a u
poligonal com dois segmentos e veértice no pontabdéssa X) igual a 4.

Dispomos de uma amostra com 6 pares de valoréede X Y
a) Estabeleca o modelo apropriado e estime seL 1 0,1
parametros. 2 0,6

b) Calcule o coeficiente de determinacdo da 3 1,5
regressao. 5 2,9

6 3,0

7 2,7
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5.17.

5.18.

c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotsejue a elasticidade-renda do
consumo desse alimento para os relativamente péhgesl a zero, contra a hipotese
alternativa de que essa elasticidade € positiva.

d) Faca um teste bilateral, ao nivel de significam®al%, para a hipétese de que a

elasticidade-renda para os relativamente ricosa iy 1.

Temos uma amostra com 6 valores da

variavel econémic& em duas regides (3 Regiao

observacbes em cada regido), como A 8

mostra a tabela ao lado: A 12

a) Estabeleca um modelo de regresséo A !
com uma ou duas variaveis binarias 5 ;4
para distinguir as duas regides. z 13

Ressalte-se que o modelo vai captar
apenas a diferenca no valor dgY)
nas duas regides, incluindo um erro
aleatério com as propriedades usuais.
b) Com base na amostra, estime os dois parametresodelo e mostre como
essas estimativas estdo associadas com a estinatiy@y) em cada regiao.
c) Estime a variancia do erro do modelo.
d) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hig®dtde que E(Y) € a mesma

nas duas regides.

Dispomos dos 8 pares de valores das variayey, da tabela a seguir.

a) Ajuste a equacdo de regressdo linear simple¥ de

contraX e determine a respectiva soma de quadrados >il Ill
dos residuos. 1 37
b) Estabeleca um modelo cujas variaveis explarest&ado 3 80
variaveis binarias que permitem distinguir os 4 2 17(;37
diferentes valores deX observados. Estime os 5 103
parametros do modelo, determine o valor da soma de ; 82

guadrados dos residuos e teste, ao nivel de si@gmifia
de 5%, a hipdtese de que o valor esperadd @eo

mesmo para os 4 valores distintosxde
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c) Considerando a regressao linear simples ajusiadam (a) como um modelo
restrito em comparagdo com o modelo do item (b), faca wte e “falta de
ajustamento”, isto é, verifique, ao nivel de sigdificia de 1%, se deve ser
rejeitada a hipdtese de que o efeitoXdmbreY € linear.

d) Ajustando uma equacédo de segundo grau aos dadobtida a equacéao

Y = 7+34X -3X2,
com S.Q.Res. = 60. Faga um teste de “falta de¢aamnesto” para essa equagao,
isto €, verifique se podemos admitir que o efe#éXdobreY obedece a uma
equacao de segundo grau, adotando um nivel déicigia de 5%.

e) Qual € a soma de quadrados dos desvios de umaaeqdacterceiro grau
ajustada a esses dados? E possivel fazer um w®4faltd de ajustamento”

para a equacéo de terceiro grau? Justifique astspo

5.19.E dada uma série temporal de 8 valores Ano Trimestre Y
trimestrais da variaveY, cobrindo um i % ig
periodo de dois anos. Admite-se qgtie 1 3 13
tenha variagdes ciclicas estacionais, além % if g%
de erros u; independentes com 2 2 22

A 2 3 11
E(u;) =0 e variancia constante. 2 4 18

a) Estabeleca um modelo onde as variagOes estacideafssdo captadas por
meio de variaveis binarias e estime a equacao.

b) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipdtiesque o valor esperado e
€ 0 mesmo no terceiro e no quarto trimestres.

c) Teste, ao nivel de significAncia de 1%, a hiposejue ndo ha variacdes

estacionais.

5.20. S&0 dados os valores dé, eY para uma série de 13 anos, como mostra a tabela

a seguir. Admitindo que haja uma “mudanca estrlitueatre a 7 e a 8
observacdo (posicdo assinada na tabela pela Imkajada), consideramos o

modelo

Y=a+B X, +B,X,+ Y +0,ZX +J,ZX,+u
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Ao (X) (%) Y

1 12 70
2 4 50
3 8 54
4 8 66
5 8 62
6 4 66
S SR SU -
8 8 114
9 14 134
10 2 76
11 2 78
12 14 140
13 8 124

A equacéo estimada é

Y = 26+ 4X, +3X, +24Z + 27X, + 27X,

com S.Q.Res. = 384R?*=0, 9676

R? =09434.

Ajustando uma regresséo multiplaeontra X, e X,, com as 13 observacgoes,

obtemos
Y =9,6923+6X, +4,3846X,,
com S.Q.Res. = 1069,582 =0, 9080R?2 = 0,8896.

a) Qual é a equacgédo estimada fazendo uma regresséoaitra X, e X,, para
as 7 primeiras observages?

b) Qual € a equagéo estimada fazendo uma regresséoaiera X, e X,, para
as 6 ultimas observagbes?

c) Teste, ao nivel de significancia de 5% a hipGtesejuke ocorreu a suposta
mudanca estrutural (o que corresponde, no moda&mlina testar a hipotese

de quey =9, =9, =0).

5.21. A tabela a seguir mostra a escolaridafjee(o rendimento) de 4 pessoas
ocupadas na agricultura e 4 pessoas ocupadastoossseirbanos” (industria ou
servicos). Define-se uma variavel binadaque € igual a zero para pessoas

ocupadas na agricultura e é igual a 1 nos demsisca
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Z X Y
0 1 35
0 3 57
0 5 73
0 7 83
1 3 73
1 5 91
1 7 115
1 9 145

Para o modelo

Yy =a+ X+ YL+ LXK+

obteve-se
8 40 4 24 672
, 40 248 24 164 . 3936
XX = Xy:
4 24 4 24 424
24 164 24 164 2784

105 -02 -105 0.2
-02 005 02 -005
- 105 0,2 31 -05
02 -005 -05 01

(X'X) =

Y =30+8X +4Z +4ZX,S.Q.Res. =72  es® =18.

a) Determine a equacao de regressay¥ dentraX e a respectiva S.Q.Res. para as

4 pessoas do setor agricola.

b) Idem, para as 4 pessoas do setor “urbano”.

c) TesteH, : y = 0Oao nivel de significancia de 1%.

d) TesteH,:d = 0ao nivel de significancia de 1%.

e) Ao nivel de significancia de 1%, ha diferenca d@sgtal entre setor agricola e

f)

setor “urbano” no que se refere a relacdo linedreemscolaridade e
rendimento?
Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipdseque para o nivel de

escolaridade médigX =5) ndo ha diferenca no rendimento esperado para

pessoas ocupadas no setor agricola e no setontirba
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Respostas
a)Y, =15+ X +15Z

b) 3 unidades
c) t = 3,674, ndo-significativo {, = 5,841)

a) —1 unidade por ano

b) +1 unidade por ano
c) t = 1,265, ndo-significativo {, = 2,920)

a) Adotando o modeN =a + B + % +Z,, comx = X, - X, Z, =-1 para
o ensaio | e, =1 para o ensaio Il, obtemos
Y, = 65-x2 +2x, +15Z,
ou
Y =35+15Z +4X, - X?
b) 3 unidades
c) t = 3, significativo (t,= 2,920)
d) t = 1,886, ndo-significativo {, = 2,920)

a) SendX o ano € uma variavel binaria que assume valor zero atéand e
valor 1 no 8 ano, definimosV, =(1-Z)(X -4) e V,=Z(X -4). EntédoV,
cresce de —3 para 0 nos primeiros ands eresce de 0 para 1 dbgara o 8

ano. Obtemos
Y=8+2, -V,

As declividades no%e no 2 periodos sdo 2 e —1, respectivamente.
b) O valor deF para falta de ajustamento € igual a 1,5, ndofsigtivo ao nivel
de 5%.

c) As declividades sao estatisticamente diferentes 2,510, significativo, pois
t, = 2,365).

a)b=1,a =5,a,=3¢ea,= 2

b) Sdo estimativas lineares ndo-tedenciosas de vaiémaima, e consistentes.
Sao, também, estimativas de maxima verossimilhanca.

c) t = 3,873, significativo t;=3,355)

d) t = 7,906, significativo t;=2,896)

e) t = 4,082, significativo {, = 3,355)
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5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

b)

d)

5.17.

f) F = 1,33, ndo-significativoK, = 8,65)
F= 1,33, néo-significativo ao nivel de 10%,(= 3,62)

F = 5/7, ndo-significativo.

a) Y =2+ 05X
b) r* = 4/9= 0444; F = 8, ndo-significativo F,=10,04)
c) F = 13,5, significativo E,= 10,56).

F = 0,55, ndo-significativo.
Y = X, +2X,
O valor deF para “falta de ajustamento” é 2,5, ndo-significato nivel de 10% (

F, =4,32).

Para testarH,: 5, = Oobtemost = 4,50, significativo ao nivel de 5%,€

2,447).

a)Y=p62Z +pB,Z,+[,Z,+u, com Z =1 noi-ésimo quadrimestre & =0 nos
demais quadrimestres.

b) Y =127, +20Z, +17Z,

c) F= 8,167, significativo E,= 5,14)

d) 13,08< Y, < 26,92

a) b =b,=9.

b) F = 6,25, significativo &,=5,79)

c) As estimativas séo iguais= 0, obviamente n&o-significativo.
a)Y=a+[X+yZ(X-4)+u,comZ=0paraX<4 eZ=1paraX> 4,

a=-1,b=0,9 ec=-0,8.

R* = 0,9695 c)t =5,953, significativot(,= 4,541)
t = —5,953, significativot(= 5,841).

aY, =a+fZ +u , comZ =-1paraaregido A& = faraaregiao B.
b) Y =13+4Z
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5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

As estimativas dé&E(Y) nas regides A e B sao, respectivamente; 43=9 e
13+4=17.

c)s® =8, com 4 graus de liberdade.
d)t= 3,464 , significativt, = 2776 )

a)Y =40+10X , com S.Q.Res. = 1212

b) Y =39+40Z, +66Z, +582,
ouY =397, +79Z, +105Z, +97Z,, com S.Q.Res. = 20
F= 346,13 , significativqdF, = 659)

c) F :5?96:119,2 , significativo(F, = 180)

d F :4—50:8 , significativo(F, = 7,71
e) S.Q.Res. = 20 (a mesma do item b). Ndo ha dgdiberdade para o teste de

“falta de ajustamento”.

a) Y=6Z+pB,Z2,+B.Z,+B,Z,+u, com Z =1 para oi-ésimo trimestre e
Z, =0 para os demais trimestres=(1, 2, 3 ou 4).
Y =287, +20Z, +127,+20Z,.

b) t = 3,578, significativo ;= 2,776).

c) F =17,07, significativo(F, = 1669)

a) Y = 26+4X, +3X,.
b) Y =50+2X, +5X,

c) F = 4,166, ndo-significativgF, = 435

a) Y =30+8X, S.Q.Res. = 36
b) Y =34+12X, S.Q.Res. = 36
c) t = 0,535, néo-significativot, = 4604 )
d) t = 2,981, néo-significativot, = 4604 )
e)F :51—680: 3111, significativo (F, = 180)

fy Hy:y+55 =0, com t :A = 7303, significativo (t, = 4604)

\/108
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6. HETEROCEDASTICIA

Veremos, neste capitulo, como obter as estimatd@s parametros de uma

regressdo linear quando a variancia do erro naooréstante, isto €, quando ha

heterocedasticia.

6.1. O caso de uma regressao linear simples em que o desvio padrao do
erro é proporcionala X
Consideremos, inicialmente, o caso de uma regrelaséar simples em que a
variancia do erro é proporcional ao valoré. O modelo dessa regressao €
Y, =a+ X +u, (6.1)
com
E(u?) =0} = X0
Admitiremos que sdo validas as demais pressupasigativas ao modelo de
regressao linear simples, vistas no capiulo
O modelo (6.1) pode ser transformado em um modelcedgressao linear simples

com homocedasticia. Para isso, basta dividir oatadt por X ;, obtendo

_j:ai+lg+i

X, X, X
ou

Zy=p+av;+e;, (6.2)

onde

Y. u.

Zj =_1 ’Vj :i e & =_!
X X X
Convém ressaltar que
E(u?
E(eD) = = 7,

j
ou seja, a variancia do erro no modelo (6.2) étents. O calculo das estimativas dos

parametros, a determinacao de intervalos de caafiaros testes de hipoteses relativos ao
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modelo (6.2) podem, portanto, ser feitos da manesaal, utilizando as formulas de
minimos quadrados ordindrios.

Os mesmos resultados podem ser obtidos atravéactixinio exposto a seguir.
Sabemos que, no caso de um modelo homocedastiestimativas dos parametros sdo 0s
valores que minimizam

Y(Y, —a-bX;)?

No caso de um modelo heterocedastico, cEJ(rmf) = ajz, 0s quadrados dos desvios
devem ser ponderados, sendo que o fator de po@dderdeve ser inversamente
proporcional a variancia, isto é, devemos dar p@sdor as observacbes de menor
variancia. As estimativas dos parametros sdo, gotagalores que minimizam

1
> = (Y, —a-bX,)?
O

J

No caso em quer! = X’g” isso implica minimizar

2
1 Y. 1
>— (Y, —a-bX,)? = Z(—’—b—a—}
Xz . X; X,
Verificamos, portanto, que o resultado é o mesneaabtido aplicando o método

dos minimos quadrados ordinarios (ndo ponderadosioaelo (6.2).

6.2. O método dos minimos quadrados ponderados

Consideremos o0 modelo

y=Xp+u (6.3)
comE(u)=0e
v, 0 0]
E(uu)=Vo? = O V_2 O o’
10 0 ... v]

Note queV € uma matriz diagonal. Vamos admitir que sejanheoidos os valores

de v;, que mostram como varia o valor da variancia do.&D fato de serem nulos os

elementos fora da diagonal principal da matfigignifica que € valida a pressuposicdo de
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auséncia de covariancia entre os erros das vdrsEs\vacoes, isto €, qugu,u,) =0 para

j Zh.
Definimos a matriz diagonal
(A, 0 ... O]
A o 4 ... O
10 0 A
onde
1 .
A=——, j=1,..n
J
5
Dessa maneira, temos que
AA =V (6.4)
e
V=AA" (6.5)
Pré-multiplicando cada um dos termos de (6.3)fpo0btemos o modelo
Ay = AXB + Au (6.6)

No modelo (6.6) o vetor dos errose&= Au e uma vez queE(u) =0, temos
E(e) =0.
Notando queA’ = A e lembrando qu&(uu’) =V o?, obtemos
E(e€') = E(AUU'A) = AVAD?
De acordo com (6.5), segue-se que
E(ee)) = AAAAC? =107

ou seja, o modelo (6.6) € homocedastico. Podemudp,eaplicar a esse modelo as
formulas de minimos quadrados ordinarios, deduzidasapitulo4. E ébvio que devemos

tomar o cuidado de substituir, naquelas formulasnatrizesy e X pelas matrizes\y e
AX , respectivamente. Considerando (6.4) obtemos:
b = (X'AAX)TX'AAy = (X'V X)XV y (6.7)
S.Q.Res. zy'AAy —b'X'AAy =y'Vy —b'X'Vly (6.8)
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E[(b-B)(b—-P)'] = (X'AAX) " g? = (X'V X)) o? (6.9)
Desde queE(s) =0 e E(eg') =102, isto é, desde que os errgs sdo variaveis

aleatérias independentes com meédia zero e varidrmistante, as estimativas dos
parametros obtidas através de (6.7) sdo estimdinemes ndo-tendenciosas de variancia

minima, de acordo com o que foi visto no capitulo

6.3. Consequéncias do uso de estimadores de minimo s quadrados
ordinarios quando existe heterocedasticia
Vejamos, inicialmente, a perda de eficiéncia desde do uso das formulas de
minimos quadrados ordinérios quando ha heterodeidast

Admitamos que o modelo correto seja (6.3) e queesmgsador, erroneamente,

admite queE(uu’) =102, calculando
b, = (X'X)™*X'y (6.10)
Substituindo (6.3) em (6.10), obtemos
b, = (X'X)™X'(XB +u)
ou
b, =p+(X'X)™X'u (6.11)
Aplicando esperanca em (6.11) obtemos
E(b.) =8,

isto é, o estimador de minimos quadrados ordin&ria&o-tendencioso. Entretantn, ndo

€ um estimador eficiente, ja que o estimador déreia minima € o dado por (6.7).

Determinemos a matriz de variancias e covariartgab. . De (6.11) obtemos
b. —B = (X'X)™X'u
Entéao
E[(b. —B)(b. —B)'] = E[(X"X) " X'uu'X(X"X) "]
Como E(uu’) =V o?, segue-se que

E[(b. —=B)(b. —B)'] = (X'X) ™ X'VX (X'X) 02 (6.12)
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Por simplicidade, consideremos 0 modelo

Y, =pX;+u;, j=1,..n (6.13)
com
E(u;)=0, E(})=v,0° eE(u,u,)=0 parah#j.
De acordo com (6.7), obtemos
VXY
b= Z'_—l'z' (6.14)
2VX;
O estimador de minimos quadrados ordinarios €
2 XY,
b =—2>1* 6.15
> X? (6.15)
De acordo com (6.9) e (6.12) temos, respectivamente
0.2
Vb)=——— 6.16
(b) SvIX? (6.16)
e
g’y v X?
V(o)=Z N5 (6.17)
(ZX?)

A eficiéncia relativa dé,, em comparacéo coln é

_V() . (EXPH?
V(b) Zv'XPXv X}

Para exemplificar, admitamos que a variancia Yjedado X, seja direta ou

inversamente proporcional ao quadrado do valoX,dsto e, v, = ij ouv,; = Xj‘z. Em

ambos os casos temos

:(fo)z
nZXj4

Se X; =j-1,comj =1, .., 11, temog = 0532, isto €&, a eficiéncia relativa do

estimador de minimos quadrados ordinarios, em cragfia com o estimador de minimos

guadrados ponderados, € de apenas 53,2%.
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Outros exemplos, considerando o model =a+ BX; +u;, podem ser
encontrados em Johnston (1971, p. 225-229).

E claro que o pesquisador que estivesse, inadagrédte, utilizando as expressdes
de minimos quadrados ordinarios consideréXa<)"o?, e ndo (6.12), como a matriz de

variancias e covariancias e, e, para estimao?, utilizaria

g=_=
n-p

(y'y -b.X'y) =
_ 1 11 ] -1 !
=——— (Yl =X(X'X)* X"y, (6.18)
n-p
em lugar do estimador correto que, de acordo coB), &
& = (yV 7y -bXVYy)
n-p

Lembrando (6.7), obtemos

s? = ! Yy V=V IX(X'V X)XV My (6.19)
n-p
Substituindo (6.3) em (6.18) e (6.19), obtemos
s :iu'[l - X(X'X)™*Xu (6.20)
n-p
s? = UV =VIX(X'V X)XV Hu (6.21)

De (6.20), notando que se trata de uma matriz gomnico elemento, temos

s’ =

! ST X0 X ]} =

tr{uu’l = X(X'X) X}

Como E(uu') =V o? segue-se que

0_2

n-p

E(s?) = tr{ V[l = X(X'X)*X']} =

na_zp{tr(V) —t[X'VX(X'X) ]} (6.22)

Analogamente, de (6.21) obtemos
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0.2

n-p

0.2

{tr(1,) = tr[ X'V IX(X'V X)) =
n-p

E(s?) = tr{V[V =V IX(X'V X)XV ]} =

o2
n-p

Esse resultado ja era esperado, pois (6.19) é drapia medio do residuo relativo

[tr(1 ) —tr(1 )] = 0 (6.23)

ao modelo (6.6), cujo vetor de erras) (€ tal queE(ee') =102, que é, de acordo com o
que vimos na sec¢ahb, a condicdo necessaria para demonstrar que oagleadrédio do
residuo € um estimador ndo-tendencioso da variéesidual.

Por simplicidade, consideremos, novamente, o mo@eks). O pesquisador que,
inadvertidamente, ndo considerasse a existénciaetizocedasticia, calcularia, dado

por (6.15), e, de acordo com (4.23), obteria

SkZ

\Z(b)=zx2
j

(6.24)

onde, de acordo com (6.18),

z_i 2_(inYi)2
> _n—l{ij > X2

Considerando (6.22), temos que

~ _ 0'2 3 Zijjz

De acordo com (6.17), o estimador correto da veigéteb, €
V(b)=——1"1 (6.26)

onde, de acordo com (6.19),

2_ 1 {Zvj—leZ_(ZVj_lijj)z}

sST=——
n-1 YvtX?

Considerando (6.23), temos que
o* XV, X}

EN (b)] = W

(6.27)

260



Comparando (6.27) com (6.17), verificamos que (6.26um estimador nao-
tendencioso da variancia te.

De (6.17) e (6.25) obtemos a tendenciosidade @mide&6.24) como estimador de
V(b.), que é

E[V. (b.)]-V(b.) =

o’ | 1 D SRIPARS
= | —| >V - - =
>x7[n-1 =Y TEx? | X

_ no? v, XVX]
ER S

(6.28)

Nesta expressdo temos, entre parénteses, a ddeeatrg a média aritmética e a média

ponderada dow;, com ij como fatores de ponderacdo. Se, por exemplo, asresa

valores dosvj estiverem associados aos maiores valores absdia®sX ! média

7

ponderada é maior do que a média aritmética e,arptor,t\Z(b) € um estimador
negativamente viesado 8&b.). E 6bvio que, neste caso, ndo sdo validos ovaiter de
confianca ou testes de hipdteses feitos com baseestimadores tendenciosos das
variancias obtidos deX'X)™"s?.

Entretanto, se nao houver associagao entre X?, as duas médias das (sem

ponderacdo e com ponderagcao px)f) em (6.28) tendem a ser iguais. Neste caso o

pesquisador que usa as formulas de minimos qualmdiinarios, embora ndo esteja
usando o estimador mais eficiente, ndo sera siftammente induzido a conclusdes

erradas ao efetuar teste de hipéteses.

6.4. Testes para a homocedasticia e obtencdo de es timativas dos

parametros quando a matriz V é desconhecida
Até aqui admitimos que a mathz de E(uu’) =V o?, é conhecida.
Entretanto, em problemas praticos, freqientemesdeathhecemos se 0s erros séao
homocedasticos ou heterocedasticos. Vejamos entdo podemos, com base nos dados

da amostra, verificar se a variancia dos erros &outhomogénea.
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Vamos admitir, inicialmente, que, na amostra di$pein temos repeticdes de

conjuntos de valores das variaveis explanatoriasegn, dispomos de, > \alores deYy
para os valorex,,, X,,,...,X,,, das variaveis explanatorias. I3e o nimero de diferentes
conjuntos de valores d¥; existentes (ou numero de vetores diferentes asttsmhas da

matriz X), os n=2.n, valores da variavel dependente podem ser indicaoio¥,; (j = 1,

o Ny h=1, 0 H).
As estimativas das variancias dentro de cada gapaladas por
Z(th _Vh)2
=" (6.29)
9y
> 1
ondeg, =n,-leY, =—2XY,
h
Sejam
2
U=(Eg)In=2% _5 g ng? (6.30)
29,
e
1 1 1
G=1l+——|>—- (6.31)
3(H -1)( o8 Zghj

Pode-se demonstrar que, se a variancia éehomogénea, a variavel /G tem,
aproximadamente, distribuicdo de qui-quadrado ¢bm 1 graus de liberdade. Entdo, o
valor deU /G pode ser utilizado para testar a hipotese: 07 =0’ =...= 0}, isto é, a
hipétese de que a variancia¥ié constanté*

Se o teste for nao-significativo, é justificAvekegsupor que ha homocedasticia.
Neste caso, é razoavel aplicar o método de minpgpasirados ordinarios. Ressaltemos,
entretanto, que um resultado nao-significativo im@gplica, necessariamente, que haja
homocedasticia. O teste de hipdtese pode apenasamss € razoavel manter ou ndo a
pressuposicdo de homocedasticia, nunca provandeesaaidade. Em outras palavras, o
fato de o teste para homocedasticia ndo ser gigtifo ndo tira o carater geessuposicao

da afirmacéo de que os erros sdo homocedasticos.

1 ver Hoel (1962, p. 225-227).

262



Se 0 teste resultar significativo, devemos usarébodo de minimos quadrados

ponderados. Para isso, como a mairié¢ desconhecida, ela € substituida por uma matriz

diagonal\7, cujos elementos diferentes de zero S§o= s?, obtidos de (6.29). Quando

utilizamos V em lugar deV, temosb = (X'VIX)™X'Vy, que ndo é um estimador
linear ndo-tendencioso de variancia minima. Poddesaonstrar, entretanto, que, em
certas condicde, esse é um estimador consistente e assintoticamficiente dep .

Consideremos, agora, 0 caso em que o nhumero desaleY para um mesmo
conjunto de valores deX; € insuficiente para aplicar o procedimento anterémte
descrito. Entdo, para testar a homocedasticiamos, gode-se usar o método proposto por
Goldfeld e Quandt (1965), que descrevemos a seguir.

Dado o modeloy = Xp+u, comE(u) =0 e E(uu’) =Vo?, ondeV é uma matriz

diagonal cujos elementos diferentes de zerowa@ = 1, ...,n), a hipétese da nulidade €
H,:v, =6, onde @ € uma constante, e a hipotese alternativa ewjué uma fungéo
monotonicamente crescente (ou decrescenteX déuma das variaveis independentes do

modelo) ou de alguma outra varidvel cujos valopssa cada uma das observagfes da
amostra, sao conhecidos.

S&o0 as seguintes as etapas do teste:

a) Ordenamos as observagdes de acordo com valoresemtes de X;
G=1,..n).

b) Eliminamos m observa¢fes centrais e ajustamos, pelo método denosi
quadrados ordinarios, uma equacao de regressa@aparaneiragn—m)/2 observagdes

e uma outra equagdo de regressdo para as ulfimam)/2 observacdes. Simulagdes

2

realizadas por Goldfeld e Quandt, considerandoso em quev; = X;’, indicam que o

poder do teste € maior quanue igual a cerca de 1/4 de

c) Sendo S e S, as somas de quadrados de residuos das regressbessc

valores relativamente pequenos e relativamente dgeande X;, respectivamente,

calculamos T, =S,/S, se a hipdtese alternativa € que ws crescem comX; e

2v/er Theil (1971), p. 399.
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calculamosT, =S /S, se a hipétese alternativa & quevpsiecrescem conX; . SeH, €

verdadeira,T; (ou T,) tem distribuicdo d& (n—-m-2p)/2 e (n—-m-2p)/2 graus de
liberdade, ond@ € o nimero de parametros da equacéo de regr&sdior verdadeira a

hipétese alternativa de que o valor de € uma fungdo monotonicamente crescente (ou

decrescente) d&, , o valor deT, (ou T,) tende, obviamente, a ser elevado (maior do que

ij?
1).

O teste descrito pode ser utilizado para verifssmdeterminada hipotese a respeito
da forma da heterocedasticia é razoavel.

Consideremos, por exemplo, que no modelo

Y, :a+ﬁlxlj +:82X2] U

desejamos verificar se € razoavel pressuporfué) = X o°.

Dada essa pressuposicao, o0 modelo

Y. 1 X, U
L —ag—+p+ 2y
v X P+ B, X, X,

1 [ J

& homocedastico, poi&(u, /le)2 =o”’. Portanto, para verificar se a pressuposicdo de
que E(uf) = X7 o? é razoavel, aplicamos o teste de Goldfeld e Queodsiderando a
regressao d¥, / X,; contral/ X;; e X,; / X,;.

Um outro teste para verificar a existéncia de loetntasticia foi proposto por

Glejser (1969). Sejane; os desvios da equacdo de regressdo estimada péetolande

minimos quadrados ordinarios. Admitindo que a veigado erro do modelo € uma funcéo

monotdnica do valor da variavet

j» ajustamos alguns modelos simples de regressao do

modulo dee; em funcdo deX; . Glejser sugere que sejam considerados os modelos
le; F Vo +y1xij5 T &y,
onded éigualal, -1, 1/2 ou —-1/2.
Sejamc, e c, as estimativas de minimos quadrados ordinariog,de y; .
A seguir testamos as hipoteses : y, = eM,: )y, = 0. Trés possibilidades sé&o

consideradas pelo autor:

a) Nao se rejeitdd, : y, = ,0c, > 0 e rejeita-seH, :y, = 0O
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E razoavel, entdo, pressupor que o desvio padrao, dé proporcional aX”"

aplicando-se entédo o método de minimos quadradutepados conv; = Xif".

b) O valor dec, +c1xi;’ € positivo no intervalo relevante dg; e rejeita-se
H,:¥, =0 e H,:y, = 0. Neste caso devemos aplicar o método de minimadrados
ponderados substituindo @s por Vv, = (c, +01X".5)2.

¢) Em qualquer outro caso, admite-se que os efimb@mocedasticos e utiliza-se 0
método de minimos quadrados ordinarios.

Tanto o teste de Glejser como o teste de Goldf&diandt exigem que a hipdtese
alternativa especifiqgue que a variancia do erra sgja funcdo monotdnica de uma unica
variavel (que pode ser ou ndo uma das variaveismexjdrias do modelo de regresséo que
desejamos estimar). O teste de Breusch-Pagan/@odfmaais geral, admitindo que a

variancia do erroc(rjz) seja uma funcao de uma combinagao lined( dariaveisZ,;, Z,,

y e Ly, OU SEJA!

o} =l/l[5o + ZK:é'hZth ,
h=1
com ¢ sendo uma funcdo qualquer para a qual sao defiaisl@uas primeiras derivadas.
A hipoétese de nulidade, que estabelece a homoegdakis erros, corresponde a
H,:0,=0,=..=9, =0
O procedimento para efetuar esse teste pode séiddiem 3 etapas.

a) Estimamos o modelp = Xp +u por minimos quadrados ordinarios e obtemos o
vetor dos desviog=y - Xb, com elemento, (j =1...,n). Determinamos a estimativa
de maxima verossimilhanca da variancia do erroa g

6% =(de)/n

e calculamos os valores de

g, =%, paraj=1..n
o

b) Fazemos a regressao dgcontra Z,;, Z,;, ..., Zy, incluindo um termo

constante, e calculamos a respectiva soma de glesdde regressdo, que passamos a

indicar porQ.
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c) Se os errosu; do modelo original tiverem distribuicdo normal ariéincia

constante,Q/2 tem, assintoticamente, distribuicdo de qui-quamradm K graus de
liberdade. A hipdtese de nulidade (homocedastsrad rejeitada se o valor dg/2 for

igual ou maior do que o valor critico g€ , ao nivel de significancia escolhido.

Os testes de Goldfeld e Quandt, de Glejser e dasBnePagan/Godfrey exigem
que tenhamos alguma idéia sobre a natureza dabedasticia (sua associacdo com uma
ou mais variaveis conhecidas). Isso ndo € necessariteste de White (1980), cujo

procedimento é descrito a seguir. Sejgn{comj = 1, ...,n) os desvios da regressaoYie
contra X;;, X,;, .., X,, estimada pelo método de minimos quadrados ord&ar
Incluindo o termo constante, essa regresséo irtemalp = k +1 coeficientes. Calculamos

os valores deej2 e fazemos uma regressao auxiliar dessa variavegtacas mesmas

variaveis explanatoriasq;;, X,;, ..., X)), seus quadradosx¢, X3, , ..., X¢) e todos os

produtos de duas variaveiX{; X,;, ..., X;; X, -..). Pode-se verificar que em geral essa

regressao auxiliar ter@(p +1)/2 coeficientes. Mas o numero de coeficientes podera
menor, pois € necessario eliminar possiveis rémide variaveis. Se, por exemplo, uma
das variaveis do modelo original for uma variaveldba, seu quadrado ndo pode ser
incluido na regresséo auxiliar. Também serd nedessdaninar duplicacdes se a regressao
original ja incluir o quadrado de uma variavel (per exemplo,X,; = ij ). SejaL o
namero de coeficientes remanescentes na regregs#éiaraincluindo a constante, e seja
R*> o seu coeficiente de determinagdo mudltipla. Sobipétese de homocedasticia e
pressupondo que o modelo original foi corretamespeecificadonR? tem distribuicdo de
qui-quadrado corh — 1 graus de liberdade. Um valor d&* significativo (igual ou maior
do que o valor critico) indica a existéncia de fogtedasticia.

Um inconveniente do teste de White é que ele néanstrutivo, no sentido de que
nao fornece indicacdo sobre a natureza da hetexrstosid, para possivel aplicacdo do
método de minimos quadrados ponderados.

A generalidade do teste é uma vantagem, mas tampbdmfazer com que o teste

de White seja pouco poderoso em comparacdo comeste mais especifico. Cabe
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assinalar, ainda, que um resultado significativdepger consequiéncia de um erro de
especificagdo no modelo original.
Antes de encerrar esta sec¢do, vejamos o procedimesdr seguido se admitirmos
que o desvio padrdo do erro do modelo € proporcioma E(Y;), isto e,
2\ — 2 2 z . ~ ~ , .
E(uj) =[E(Y;)]"c”. Uma vez que o valor dg(Y;) € desconhecido, ndo € possivel aplicar

diretamente as formulas de minimos quadrados padder Entdo obtemos, inicialmente,

os valores deY estimados através do método de minimos quadradbsanos, que
passamos a indicar pof; (j =1, ...,n). Em seguida aplicamos as formulas de minimos
quadrados ponderados, substituingo por Oj :ij. Esse procedimento é sugerido por

Theil (1971), que mostra que os estimadores obséosonsistentes.

6.5. O estimador de White para variancias quando h4  heterocedasticia
Nesta sessdo veremos como pode ser obtida umaatsgtimonsistente da matriz

de variancias e covariancias e (o estimador de minimos quadrados ordinario$ yle

quando a matria/ é desconhecida.
De acordo com (6.12), na presenca de heterocedasatimatriz de variancias e

covariancias das estimativas de minimos quadradiosanios dos parametros e

V(b.) = (X'X) TX'VX(X'X) o? (6.32)
ou

V(b.) =n(X'X)"Q(X'X) ™, (6.33)

com
1., 2
Q=—X'VXo (6.34)
n
ComoV € uma matriz diagonal, se indicarmos as colunax'dgor x; (e as linhas

deX por X ), temos
18 2
Qzﬁzijxjvja
]:
ou

1 ,
Q:Eijxjaj2 (6.35)
j=1
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2 2 2
coma; =v;0° = E(u})
Sejame; os desvios da regressaoydeontraX, estimada por minimos quadrados

ordinarios. Se, em (6.35), substituirma3 por €7, obtemos
— 1 3 r 2
Q. —EZXJ.xjej (6.36)
i

White (1980) demonstrou quaimQ, = plimQ . Ent&o, substituind® por Q. em
(6.33) obtemos o estimador consistente para het@asticia ljeterocedasticity-consistent

estimatoj ou estimador de White pa¥&ab.):
V(b.) = (XX) ") x,x, e2(X'X)™ (6.37)
j=1

Cabe ressaltar que teste®u F baseados nessas estimativas de variancias sao
estritamente validos apenas assintoticamente.

Conforme explica Greene (2000, p. 507), estudosdams em simulacdo de dados
mostram que o estimador de White tende a subestanaariancia correta, sendo

aconselhavel multiplicar o resultado de (6.37) por fator n/(n— p) ou, tendo em vista

que V(e)=(@a- h].)0'2 (ver exercicio 4.27), substituir, na expressa@7. ej2 por
2 . . . _ T - 1

e; /(L-h;), sendoh; os elementos da diagonal principal = X(X'X) 'X'. Essas

correcdes foram propostas por Davidson e Mackir{h9a3).

Exercicios
6.1. Considere o modelo
Y, =a+pX; +uy,
com E(u;)=0, E(uf) = X{o® e E(u,u,) =0 parah #].
Sao dados os valores o)éj ey, observados em uma amostra aleatéria com 5

observacgoes:
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6.2.

6.3.

Y

i

g o1 N -

10

13
10
20
15
50

a) Obtenha as estimativas lineares néo-tendenciosamidacia minima de e £.

b) Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hipotése 3 =1 contraH , : 5 >1.

Estime os parametros do modelo

J

com base nos seguintes dados

Y. :a+,6’)(j +U;

X Y
-3 6,5
0 2,5
+3 0,5
05 0 0
Sabe-se qu&E(uu’)={ 0 025 0 |o?,
0 0 05

ondeu representa o vetor dos erros.

Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hiptés: 5 = 0.

Estime ao parametros do modelo

Y, =a+ BX; +y,

com base nos seguintes dados

X

0 oo AN O

R o w oo M
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6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

1 0 0 0 O

0 1 0 O O
Sabe-se qu&E(uu’)=(0 0 05 0 0 |07,

0O 0 O 1 0

0 0 0 0 05

ondeu representa o vetor dos erros.
Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hiptés: 5 = 0.
Consideremos o modelo
Y, = BX, +u,
com, E(u?) = X, %, E(4u;) =0 parai #
Deduza, de acordo com o método de minimos quasiramldérmula que da a

estimativa linear ndo-tendenciosa de varianciamdrdes.

Considere a situacdo descrita no exercicio 2.26jtedlo que a variancia dé | X é

inversamente proporcional )a (Isso porque as empresas maiores, fazendo melhor
controle dos custos, forneceram estimativas doocusédio mais precisas).
Desenvolva, para esse caso, as formulas que déstiamtivas dos parametros da

regressao d¥ em relagcac.

E dada uma amostra camobservacées das variavexs e Y,. Considere o seguinte

modelo:
Y, =a+u, (=1,..n)
ondeu, n N(0,0°X,), E(uu;) =0 parai # ] e os valores deX; sao fixos (nao

aleatdrios). Determine a estimativa linear, naakeiciosa e de variancia minima

paraa, e sua variancia.

Admite-se que as varidv{ Y estdo relacionadas de acordo com o modelo
Y, = BX; +uy,
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6.8.

6.9.

onde osu; sao erros aleatorios independentes, com médiaezeaniénciawjaz.

Note que ha heterocedasticia € que o modelo nadetieno constante. E dada uma

amostra de 3 valores déj , W, eY,:

X, W, Y
2 1 2
6 0,5 16
8 0,25 25

a) Obtenha a estimativa linear ndo-tendenciosa danad minima parg.
b) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesques = 0.
Considere o modelo
Y, =X, +u, (i=1,..,n)
onde os valores d¥; sao fixados (ndo sao aleatoriogfy;) = , B{uu;) =0 para
i #j e, sendd@@uma constanteE(u’) = gIE(Y,)]?.
Obtenha o estimador dg de acordo com o método de minimos quadrados

ponderados para a seguinte amostra:

12
10

a » w N | X
o o N

Temos uma amostra de 100 familias de mesmo tamadfdsas familias foram
classificadas em quatro estratos de renda fantleeno mostra a tabela a seguir:

Numero de familiaq f, ,)renda familiar médigW, ) valor médio do logaritmo
neperiano do consum@nC, de determinado produto em quatro estratos de renda

familiar
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Estrato f, W InC,
1 40 1 0,9
2 30 2 2,3
3 20 5 2,6
4 10 10 2,3

Na ultima coluna dessa tabela esta o valor do itbgameperiano do consumo de
determinado produto, por familia, para cada estrato
Admite-se que o consumo desse produto varia candgarfamiliar de acordo com o

modelo

B

InC, =a+—+u,,

ondeu, € um erro aleatorio com valor esperado igual a,aariancia inversamente

proporcional ao numero de familias do estrato €ratia de covariancia entre erros

de diferentes observacdes.

a) Qual é a renda média das 100 familias?

b) Obtenha estimativas apropriadasale £, levando em considera¢do o niamero de
familias de cada estrato.

c) Qual é a estimativa da elasticidade-renda do coosdesse produto quando
W= 2? E quand®V =57

d) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotesques é igual a zero.

6.10. Admite-se quéY é uma funcdo d¥ com as seguintes caracteristicas:

a) E(Y) =0 quandX =0;

b) E(Y) cresce linearmente co¥ipara0< X <5;

c) QuandoX = 5 ha uma reducdo da declividade, havendo uniceénia relacéo
poligonal entreée(Y) e X;

d) Para 5 <X < 10 a relacdo entr&(Y) e X volta a ser linear, embora com
declividade menor do que no primeiro intervalo;

e) A variancia do errou =Y -E(Y) € o quando0< X <5 e é * quando
5< X <10; admite-se que os erras tém média zero, ndo séo correlacionados

entre si e tém distribuicdo normal.
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X Y
3 10
4 10
6 19
7 17
8 17

E dada a seguinte amostra de valoreX d¥:

a) Estabeleca um modelo de regressao linear para
analisar comd varia em funcdo d¥ e determine
as estimativas lineares nao-tendenciosas de
variancia minima dos seus dois parametros.
b) Obtenha a estimativa de*.
c) Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hipotlesque ndo ha reducéo da

declividade (teste unilateral).

Respostas
6.1. a) a=10 eb =2
b) t=0,777, ndo-significativdt, = 1638 )

6.2. Y=3-X
t=—4,243, ndo-significativot{= 6,314)

6.3. Y =6-05X
= —1,245, nao-significativot{= 2,353)

|| <

6.4, b= -
> X,

> Ly xy-nzy
6.5. a= ‘ 1
zxi ZY - n2
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zzxi 2Y —nX XY,

b
1
XY= -n?
2 ,in
Y
2 ,
X, o
6.6. a=———, V()=
>t I
><i ><i
6.7. a b=3

6.8 b=1y
n

6.9. a)3
bya=3 eb =-2
c)le04
d) t = —4,209, ndo-significativot{= 4,303).

6.10.a) E(Y)=pX +y(X -5)Z,comZ=0paraX <5 e Z=1 paraX > 5. Estimativas
dos parametrodi=3 ec=-2
b) s* = 333
c)t=-1,601, ndo-significativo (Regido de rejeicto—1,638).
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7. MiNIMOS QUADRADOS GENERALIZADOS E AUTOCORRELACAO NOS

RESIDUOS

7.1. Minimos quadrados generalizados

No capitulo anterior estudamos o procedimento a w&mdo quando ha
heterocedasticia, mas admitimos que as covariaprai@s erros de diferentes observagoes
eram todas iguais a zero, fazendo com que a nuErizariancias e covariancias do vetor
de erroau fosse uma matriz diagonal. Neste capitulo vamasisam o caso mais geral, em
que se admite que haja covariancias positivas @ativas entre erros de diferentes
observacgoes.

Para isso, consideremos o modelo

y=Xp+u (7.2)

comE(u)=0 e E(uu) =Vo?,

ondeV é uma matrin x n, simétrica e definida positiva. Enta6™ também é simétrica e

definida positiva e existe uma matue tal que
A'A=V™T (7.2)
Pré-multiplicando (7.1) poA , obtemos

Ay = AXB + Au (7.3)

Para o modelo de regressao (7.3)AdecontraAX , come = Au, temos

E(e)=0

E(ee') = E(AUU'A’) =
=AVA'c’=
=A(A'A) A% =
=AATN(ANTA'0% =107
Podemos, portanto, aplicar ao modelo (7.3), deessdio deAy contra AX, as

expressdes conhecidas, obtendo

275



b =(X'A'AX)X'A'Ay = (X'V X)XV Yy, (7.4)
que € o estimador linear ndo-tendencioso de vasdninima def .
A matriz de variancias e covarianciasihdé
(X'A'AX)to? = (X'V X)) to? (7.5)
A estimativa ndo-tendenciosa dé é

e =YV y-b'’X'Vly
n-p

(7.6)

De maneira geral, as expressdes relativas ao mbdsioo de regressdo multipla

sao facilmente generalizadas, bastando subsXtyor AX ey por Ay, e lembrar que
A'A=VT

Entretanto, no caso de os erros serem correlamsnadto €, dev ser nao-
diagonal, as expressodes relativgaredicdo (estimacdo de novos valores) sao afetadas de

maneira mais complicada, ja que é possivel, eoud®,0 erro da nova observacdo esteja

correlacionado com os erros das observacdes daramos

Admitamos que seja calculado, incorretamente, imadbr de minimos quadrados

ordinarios
b. =(X'X)™*X'y
Considerando (7.1), obtemos
b, = (X'X) X' (XB+u) =
=B +(X'X) XU (7.7)

Entdo E(b.) =B, isto é, o estimador de minimos quadrados ordiadé nao-

tendencioso.

Com V #1, entretanto,b, = (X'X)™X'y é um estimador ineficiente, ja que o

estimador linear ndo-tendencioso de variancia ndrérdado por (7.4).
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De (7.7) obtemos
b, =B =(X'X)*X'u
Segue-se que
E[(b. - )(b. —B)'] = E[(X'X) " X'uu'X(X'X)"] =
= (X'X)X'VX (X'X) to? (7.8)
Variancias e covariancias obtidas a partir da esgd@ (X'X)"o? estariam,

portanto, erradas s¢ # | .
Quem estivesse, erroneamente, aplicando minimadrap@s ordinarios utilizaria,
como estimativa da variancia residual, o valor daalo
s = yy-biXy (7.9)
n-p
Sabemos qug'y —b.X'y =u'Mu , comM =1 - X(X'X)™ X'
Entéao
E(y'y —b.X'y) = E(u'Mu) = E[tr(u'Mu)] =
= E[tr(Muu")] = g*tr(MV ) =
= g?{tr(V) —tr[X(X'X) " X'V]} =
= g*{tr(V) —tr[ X'VX(X'X)™]} (7.10)

Uma vez que, conV # | , teremos, normalmentér(V) —tr[X'VX(X'X)?*]#n—p
a expressao (7.9) dard uma estimativa tendencésardinciac?.

Note que o método de minimos quadrados ponderakigdado no capitulo
anterior, € um caso particular de minimos quadragoeralizados, em que a matvizé
diagonal. Alias, o modelo estudado no capituitambém pode ser encarado como o caso

particular em qu¥ =1.

A matriz simétricaV tem n(n+ 1)/2 elementos possivelmente distintos que
precisamos conhecer, para poder aplicar as fornfalds e (7.6). Em aplicacbes praticas
do método de minimos quadrados generalizados, cemtenhd restricbes que tornam

viavel a determinacdo da matiz Na proxima se¢do vamos examinar uma aplicacéo de
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minimos quadrados generalizados na qual todoso®eetos d& séo funcdo de um unico

parametro.

7.2. Autocorrelacdo nos residuos

Para ilustrar o problema da autocorrelacdo, coresiges o modelo

Kk
y=Xp+u ou Y, =2 BX,+u, t=1,..n) (7.11)
i=0
com
U = U, +E, (7.12)

Admitimos que-1< p<1 e queg&, € um ruido branco, isto é, uma serie com as
seguintes propriedades:
E(e) =0,
E(s) =07,
E(s,£.,)=0 seh#0

Para que o modelo (7.11) tenha um termo constatentbs terX, = Ilpara

Aqui utilizamos a letrd para indicar o indice associado as diferentesrobsges
porque o problema da autocorrelacdo dos residugg,sgeralmente, quando estamos
trabalhando com séries cronoldgicas de dados; eatd@ observacdo corresponde a um
certo periodo de tempo (ano, més ou semana, gerane

A relacéo (7.12) mostra que estamos admitindo gelecoda observacéao relativa a
um periodo esta correlacionado com o erro da oas@govanterior. Sp > 0 dizemos que
0s erros estdo positivamente autocorrelacionadewe 0 dizemos que ha autocorrelacdo
negativa.

Sep = 0 teremos, obviamente, 0 modelo de regresséaarlimuiltipla estudado no
capitulo4, isto €, podemos aplicar minimos quadrados onadis.ar

Consideremos, inicialmente, o caso particular eeyaya 1. Entdo

ut = ut—l + gt
ou

u, —U._ =& (7.13)
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De (7.11) podemos obter
Y, =Y., = i:ioﬁi(xit - Xty -u, (=2 ..n)
Considerando (7.13), segue-se que
Y, —Yt_l=i:§0ﬁi(xit =X, ) +e (=2, ..0) (7.14)

Como os errosg, tém média zero, sdo nao-correlacionados e homsteus)
podemos aplicar, para o modelo (7.14), as formd@sninimos quadrados ordinarios.
Note que no modelo (7.14) a variavel dependented¥ =Y, -Y,_,, as variaveis
explanatorias sadlX, = X, - X;,t— 1 =0, ...,k) e 0o nimero de observagdes se reduz a
n — 1. Note que, se houver um termo constante nceloadiginal (X, = 1para todad),

ele desaparece na equacgdo (7.14). O modelo (#&faum termo constante somente se
uma das variaveis explanatérias do modelo oridinall) for igual &.

E facil verificar que, parg = -1, obteriamos o modelo
k
YoHY =2 B (X + X ) e
Consideremos, agora, que. < p <1, ou seja,| p 1.
Utilizando (7.12) sucessivamente, obtemos
ut = IaJt—l + Et =

= p(put—z + gt—l) tE =
— A2 —
=P U, TPELTE =

— A3 2 —
=p ut—3 +:0 gt—z +:0€t—1 +€t -

— 2 3 —
SETPELTPEL TP ES T =

=LpE
t=0
Entao
E(u,) =0, (7.15)
E(u®) =@+ p*+p*+p°+.. )07 =

2
=% g2 (7.16)

1-p
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e, comh =0,
E(uu,,) =

= E[(e, + pg4 + ngt—Z +o)(En T OE T ngt—h—Z +.)]=

:ph0'52+,0h+2052+ph+4052+...=

£ = phg? 7.17
1_p2 p u ( )

De (7.15), (7.16) e (7.17) concluimos q&1) =0 e E(uu’) =Vo?, com

=p

1 p P> . p"t]
L 0 1 o ... p"?
V=—-—1p* p 1 .. P (7.18)
1-p . . ) .
_pn—l pn—z pn—a 1|
Verifica-se que
1 -p o .. 0 0]
-p 1+p*> -p .. 0 0
|0 -p 1+p° 0 0
VA
0 0 0 1+ p> -p
| O 0 0 -p 1 |
eque V*'=A'A com
J1-02 0 o0 0 o0
-0 1 0 0 0
0 - 1 0 0
A= P
0 0 o ... 1 0
0 0 0 .. -p 1]

Sabemos que o método de minimos quadrados geadadizorresponde a aplicar
minimos quadrados ordinarios ao modelo transformado
Ay = AXB + Au (7.19)
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Essa relacdo matricial representa um sistema elguacdes. A primeira equacao,

parat=1, é

W) = £ (=7 k. + (=2 (7.20)
e asn — 1 equag0es restantes, parad?, ...,n, S0

Yo % = 2 A (X X, +U - Al

Uma vez que, de acordo com (7.12)= pu,_, + &,, temos

k
YooYy = g(:)ﬂi (xit _pxi,t—l) & (7.21)

Nos casos em que o valor ge € desconhecido, 0 que comumente acontece,

podemos adotar ou o procedimento recomendado peil Th971, p. 254) ou o
procedimento recomendado por Johnston (1972, p286Q De acordo com Theil (1971)

ajustamos, inicialmente, uma regressaoYdecontra X, (i =0, ...,K) pelo método dos
minimos quadrados ordinarios. A partir dos deswdessa regressao, indicados @or

calculamos a estimativa ge:

10 n
T &88 DLW
p= n-—1t=2 - =2
1 i 2 (N=-1)(Q.M.Res)
—L§
n-ptit

De posse dessa estimativa, aplicamos o método dimémas quadrados
generalizados, usando em lugar dep .

Johnston (1972) recomenda o procedimento descsiégair.
De (7.21) obtemos

Kk k
Y, :th—1+i§)ﬁixit _E}pﬁi Xia+& t=2,..n
Essa expressao sugere que uma estimatiya geria a estimativa do coeficiente de

regressao d&,_, numa regressao d¢ contraY,,, os X, eosX, , (i =1, ...k), ajustada

pelo método de minimos quadrados ordinarios.
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A seguir, a estimativa dg, assim obtida, € usada para aplicar o método dos
minimos quadrados generalizados.

Vejamos, a seqguir, 0 que ocorre se, erroneameplieadnos minimos quadrados
ordinarios ao modelo (7.11).

Uma vez queE(y,) = Po estimador

b, = (X'X)?*X'y

€ ndo-tendencioso; ele ndo €, entretanto, eficiente

Para comparar a variancia incorreta, obtidad&X)™¢?*, com variancia correta,
dada, de acordo com (7.8), pot'X) ' X'VX(X'X)™a?, consideremos o modelo

Y = BX tu,

com osu, sendo gerados pelo processo auto-regressivbatddm

U = iy + &

Neste casqX'X)™ =—— € o estimador de minimos quadrados ordinarios para
t

, XY
éb =—-
B > X2
A variancia incorreta ficaria
0_2
V.(b) =(X'X)"g? =—* (7.22)

> X7
t=1

Lembrando (7.18), verificamos que a variancia t¢ardeb. é

V(b) = (X'X)X'VX(X'X)ro? =

0'5 1 n n n -
= 1_,02 E n 2 (tzzllxtz +2pt§2Xt Xt—l +2p2£Xt Xt—2 +...+2p 1anlj
24)
t=1
2 3 X X, S X X,
= i |qugp2 T yppE T, ppm Xk (7.23)

> X? > X? > X? > X2

t=1 t=1 t=1 t=1

Se p é positivo e se, como é comum, os valores Xle sdo positivamente

autocorrelacionados, o valor da expresséo enténfeses em (7.23) sera maior do que 1.
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A comparacdo de (7.22) e (7.23) mostra que, neste, @ expressaX'X)'o? leva a
uma subestimativa da variancia lle(o estimador de minimos quadrados ordinarios).
De acordo com (7.10) temos

E(y'y —b.X'y) = gZ{tr(V) = tr[X'VX(X'X) ']} =

: > X X,
= 052 n- 1+2,o—t:2nt t1+...+2p”‘1):n><l =
1_p Z,th Z,th
t=1 t=1
thxt—l

:0-5 n- 1+2pt:2n—2+ (724)

X
Z X

O pesquisador que estivesse, erroneamente, aplicanohimos quadrados
ordinarios estimariar’ por meio de

y'y -b. X'y
n-1

§ = (7.25)

Se p>0 e se os valoreX, sdo positivamente autocorrelacionados, a expressao
entre parénteses em (7.24) é maior do que 1. Naste (7.25) subestima? .

Ao estimar a variancia de através dgX'X)™s?, coms? = (y'y —b.X'y)/(n— 1)
, 0 pesquisador estaria, portanto, cometendo eercsubestimacdo por duas razodes:

primeiro, porque(X'X) " o? subestima as variancias verdadeiras e, segunopye¢7.25)

tende a subestimar; .

7.3. O teste de Durbin-Watson

Para verificar a existéncia de autocorrelagdo asgluos da regresséo utilizamos,

freqientemente, o teste de Durbin-Watson, baseadalar

S(e-ey)?

d (7.26)
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onde ose sdo os desvios da regressdo ajustada pelo méwdoirdmos quadrados

ordinarios.
De (7.26) obtemos

> e 22 # _Zéeeﬁ
Y& de& 2

Paran bastante grande temdsproximadamente igual a 1 + 1 =22(1 —r), onde
r é o coeficiente de correlagdo engfee e_,. Entéo, o valor dd varia entre zero (se= 1)

e quatro (se¢ =-1). Um valor ded perto de zero indica a existéncia de autocorrelaca
positiva nos erros e um valor deproximo de 4 indica que os erros estdo negativeamen
autocorrelacionados.

A distribuicdo ded depende do tamanha)(da amostra, do numer@)(de
parametros estimados e também da mXtriRara tornar mais simples a maneira de efetuar
o teste, foram tabelados, para diferentes valogeseddep, aos niveis de significancia de
1% e 5% (unilaterais), valores critica, e d, que permitem tomar uma decisdo
independentemente da matxz

Para testaH,: p= @ontraH,: p>0, o valor ded € comparado cord, ed, .
Sed < d_, o resultado é significativo, rejeitando-&, em favor deH,. Sed > d;, o
resultado é n&o-significativo, isto €, ndo se tajél,. Sed, <d < d,, o resultado é
inconclusivo.

Para testarH,: p= Ocontra H,: p<0, o valor de comparado comi—d, e
4-d, . O resultado é significativo s> 4-d, , e € néo significativo sd >4-d, .
Se 4-d, <d<4-d_, oresultado é inconclusivo. Obviamente, o rasialtsera 0 mesmo
se compararmod—d comd, ed, .

Atualmente ja existem programas de computador queetem a probabilidade
caudal associada ao valor calculado do teste deidWatson. Neste caso basta comparar
a probabilidade caudal com o nivel de significAradatado para decidir se o resultado é
ou nao € significativo, evitando-se o problemaekultado inconclusivo.

A validade do teste depende de os erros terenbdigio normal com média zero

e variancia constante e das variaveis explanatdéiaserem aleatérias. Devemos ressaltar
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que nao se deve aplicar o teste de Durbin-Wats@mdqu ha variaveis explanatorias
aleatérias, como é o caso de modelos onde val@és defasados aparecem entre as
variaveis explanatorias. Nestes casos, outrosstdsteem ser usados. (Ver Johnston, 1972,
p. 309-313).

Draper e Smith (1966, p. 95-99) recomendam o usonidéeste ndo-paramétrico,
baseado no agrupamento dos sinais dos desviosapaligar os residuos da regressao.
Para uma apresentacédo do teste do agrupamentindiss su teste da ordenacdo casual,
ver, também, Hoel (1968, p. 220-223) ou Hoffmar®0@ secédo 13.4).

E interessante notar que podemos obter um testefisagivo, indicando a
existéncia de autocorrelagdo positiva nos residygndo existe erro na especificagdo do
modelo. Consideremos, por exemplo, que as variadveiX estdo relacionadas de acordo
com o modeloY, =a + X, +)X? +u,, onde osu, sdo erros independentes com média
zero e variancia constante. Consideremos, ainda, dpda uma amostra depares de
valores dessas variaveis, foi ajustada uma regrdssgar simples, isto €, em lugar da
parabola, ajustamos uma reta. Se antes de estimgta ale regressédo, as observacoes

tiverem sido ordenados conforme valores cresce@es, , € facil perceber que os desvios

tenderdo a apresentar autocorrelagao positiva.

Exercicios

7.1.Admite-se que as variavels, e Y, estdo relacionadas de acordo com o modelo
Yo =a+ X +u,
ondeu, =u,_, +&,, sendog, um ruido branco.

E dada uma amostra de 4 pares de valores daseiaria

X, Y,
5 10
7 14
11 30
17 46
a) Estimep.

b) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotiesque = 0.
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7.2.S&0 dados os 4 pares de valores observados enmurstra aleatoria:

X, Y,
2 19
7 50
12 75
7 40
Admite-se qué e X estéo relacionados de acordo com o0 modelo

Yt =a+t l@(t + ut !
ondeu, = 08u, , +&,, E(g,) = 0, E(e?) =0’ e E(g¢,,,) = Oparah# 0.
a) Determine as estimativas lineares nao-tendencaesaariancia minima de e S.

b) Obtenha a estimativa ndo-tendenciosade

c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdse 5 =0.

7.3. A tabela ao lado mostra os 6 valores consecul

de X, e Y, observados ao longo de 6 an XA/, ?2
Admite-se que essas variaveis estdo relacion 2 4
de acordo com o modelo 7 28
4 20

Yt =a+ @(t +ut ' 4 16

6 20

comu, =u,_, +&,, sendog, um ruido branco.

a) Obtenha a estimativa linear ndo-tendenciosa damnad minima parg.
b) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipoteise S =0 contra a hipotese
alternativaH , : 5>0.

7.4. S&o dados os valores ¥epara 4 semestres consecutivos:

Ano Semestre Y,
1 P 23
2 8

2 r 31
2 10

Admite-se que essa variavel tem variacdes ciclgsiacionais e que els@o tem

tendéncia (crescimento ou decréscimo monotdnicaengpo). Admite-se, também,
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que o termo aleatdriou() apresenta autocorrelacdo deodidem comp = 05, isto é

u, = 05u,_, +¢&, , sendcg, um ruido branco.

a) considerando o modelp = Xp +u, ondey € o vetor-coluna com 4 valores ¥g
apresente uma matriX apropriada para captar a variagdo estacional,de

obtenha a estimativa linear ndo-tendenciosa dénaa minima para o vetfr
b) Verifigue se a variacdo estacional € estatisticaenesignificativa, adotando um
nivel de significancia de 5%.

7.5.Dada uma série temporal de pares de valXgsyY,, comt =1, 2, ...,n, considere o
modelo
Y =a+pX, +u,
ondeu, = pu,_, + &,
0<p<1, E()=0, E(e2) =0’ e
E(&.&,,) = 0 parah # 0.
Note que o erro de uma observacao esta correbmonom o erro da observacao
defasada ddois periodos. Isso pode ocorrer se os dados sdo saimesb valor dei, em

um semestre é afetado pelo valor do erro no mesmesre do ano anterior.

Sendau um vetor coluna cujos elementos saaip$t = 1, ...,n), determine:
a) E()
b) E(uu'), em fungdo deo e g?
7.6.Admite-se que as variaveys X, e X, estdo relacionadas de acordo com o modelo
Y, =a+ B X+ B, X, +u; (=1,..n)

comE(u) =0 e E(uu’) =Vo?, onde

u, 1 p 0 ... p
u=|Y e V= ,0 1 p ,o
u, p p P 1

Os célculos, entretanto, sao feitos tendo em wist@delo com as variaveis centradas:

Y, :,lelj +132X2j +u; —u,
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_ 1 ~ .
ondeUu =—2>.u,;, ou, em notacdo matricial,
n

y=Xp+u-u
onde
Y1 X1 Xn g
A N R T
B, : : : B
yn Xln in u

Demonstre queb =(X'V'X)™"X'V'y é um estimador ndo-tendencioso e que a
correspondente matriz de variancias e covariasc{xsV 'X)"o?.

Verifique, preliminarmente, que

d f f f
f d f

<
NN
1
oo m—ty
—
o
—_

comd = P }ef— 1Dp

1- - —
1—,0{ 1+ p(n-1) 1-p 1+ p(n-1)

7.7.5a0 dados os valores We X; e X, em uma amostra com= 4 observacdes.

YJ XlJ' XZJ'
—4 0 3
5 1 1
4 2 2
11 3 0

Admite-se que essas variaveis esteja relaciorgmlasordo com o modelo

Y, za+ Xy + B Xy U, (=1, ., 4),

J
comE(u) =0e E(uu') =Vo?, onde
1 05 05 05
05 1 05 05

05 05 1 05
05 05 05 1

V =
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Obtenha as estimativas ¢&, de 5, e das respectivas variancias e covariancias, de

acordo com o método de minimos quadrados genataiza

Verifique, preliminarmente, que

16 -04 -04 -04
-04 16 -04 -04
-04 -04 16 -04
-04 -04 -04 16

V=

Respostas

7.1.a)b=3

b) t= 6,481, significativoi{, = 4303
7.2.aa=3 eb=6

b) s =25

c)t= 9,650, ndo-significativotf = 4303
7.3.ab=4

b)t = 6,481, significativo {, =3,747)

1 0 1 0
_11 1 _| 27 10 1 _|27
74.aX = 1 ol © b—[_lg} ou X=|4 ol € b—[ 8}
1 1 0 1
b)t = —6,504, significativoty, = 4308
7.5.a)E(u)=0
0.2
2y — £
b) TemosE(u,”) = 1= o7
E(uu,_,) = 0 seh € um numero impar e
0.2p0,5h
E(uu,_,) = 15 >~ Seh & um nimero par positivo.
-p

Entao
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1 0O p 0 p* O

0 1 0 p 0 p?

o2 | P 0 1 O yo 0
E(uu)=—%| 0 p 0 1 O Yo,
=12 0 p 0 1 o0

0 p> 0 p O 1

7.7.b,=2 e b,=-3
V(b)=5/9, V(b,)=5/9 e covb,,b,)=4/9
Observacao: neste exercicio temos um caso deogejaicdo, isto eéE(uu;) = o,

comi # j, para toda. Aplica-se, entdo, o teorema de McElroy (1967)r(Vhell,
1971, p. 241-243). De acordo com esse teorema,asmde equicorrelacdo, e desde
gue o modelo tenha um termo constante, as estasatios parametros obtidas pelo
método de minimos quadrados generalizados saosigami estimativas obtidas
aplicando minimos quadrados ordinarios. Com excedegaeariancia da estimativa do
termo constante, serdo, também, iguais, as estasatias variancias e covariancias
das estimativas dos parametros, obtidas pelosméisdos. Compare os resultados
obtidos aplicando minimos quadrados generalizadm® ©s obtidos aplicando

minimos quadrados ordinarios (Ver resultados docésie 4.11).
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8. VARIAVEIS INSTRUMENTAIS E ERROS NAS VARIAVEIS
EXPLANATORIAS

8.1. Introducgéao

Lembremos, inicialmente, as pressuposi¢cdes do mddaedinério” de regressao
linear. Temos
k .
Y; —a+i§lﬁ, X;+u; (=1,..n)

ou, em notacao matricial,
y=Xp+u (8.1)

e admitimos queE(u) =0, E(uu’)=10® e X € uma matriz com caracteristica
p =k +1<n, cujos elementos séo valores fixados.
Lembremos também que, se as variaveis explana{dfigssao aleatdrias (com

valores variando de amostra para amostra), 0 mé&tedninimos quadrados continua

vélido se
a) adistribuicao dosX; nao depende dg dos S (i =1, ...,k) ou deo?;
b) os erros (¢;) sdo independentes dos valoresXjg isto €,

E[(X; —g)u;1=0 (=1,..K),

onde y; = E(X;)

Nessas condi¢bes, aplicando as formulas de mingoasirados ordinarios,

obtemos estimativas ndo-tendenciosas dos parametres osu; tém distribuicao

normal, os intervalos de confianca, determinadasaaeira indicada, e o procedimento
para os testes de hip6tese continuam validos.

8.2. A consisténcia dos estimadores de minimos quad rados ordinarios

Na secadl.10foi analisado o conceito de estimador consisterftzan dadas
algumas propriedades da convergéncia em probat#id&Esse conceito e essas
propriedades séo facilmente estendidos para odmseatrizes. Por definicdo, o limite

em probabilidade de uma matriz, quamdignde a infinito, € igual a matriz constituida
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pelos limites em probabilidade de cada um de seunseatos, desde que as dimensoes

da matriz ndo dependam aeAssim, por exemplo, se

A= % plimA = plima,,  plima,,
8y 8y plima,,  plima,,

Conhecidos os limites em probabilidade de variagines, ndo ha dificuldade
em determinar o limite em probabilidade de qualquexpressdo envolvendo tais
matrizes. Assim,

plim (AB) = (plim A)(plim B)

(plimA™) = (plimA)™*

Consideremos o modelo (8.1), acrescentando a presisdo de que
Iim[EX'Xj =Q, (8.2)
n-w\ N

sendoQ uma matriz ndo-singular.
Suponhamos, para exemplificar, que dispomos de amastra de dados
experimentais, relativos a um ensaio. Suponhamodaague amostras maiores sao

obtidas repetindo-se, sucessivamente, esse ergtbSejaX ,, de dimensdes, x p

, @ matriz de valores das variaveis independerges ym ensaio. Entédo, pareensaios

temosn =mn,,

Segue-se quéLLX'X = iX;)XO. Concluimos entédo que
n N,

Iim[lx’xj -1xx, =0
n

n-
00 n o

isto &, a pressuposicado (8.2) € valida neste caso.

Passemos a demonstracdo de que os estimadores nimomiquadrados

ordinarios sdo consistentes. De acordo com (4té0)ps
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— ] -1 ] — 1 ] _11 ]
b=p+(X'X)Xu=p+|=X'X| =X'u
n n

Considerando a pressuposicao (8.2), obtemos
. _l - 1 1
plimb=g+Q pllm(—X uj (8.3)
n

Se X € uma matriz cujos elementos sdo fixadEgy) =0 e E(uu’) =102,

temos

E(EX'UJ =0 (8.4)
e a matriz de variancias e covariancias do V%U&r'u é
n

2
V(EX'uj = L Exuux) = 2 xx
n n n

Ent&o, lembrando (8.2), obtemos

2
|imv(1xuj =(Iima—j(lim 1X'szo (8.5)
n- o n n-oo n nﬂoon

De (8.4) e (8.5) concluimos quleX'u converge em média quadratica para uma
n

matriz nula e, consequentemente, que
(1,
pllm(—x uj =0 (8.6)
n

De (8.3) e (8.6) obtemos
isto é,b € um estimador consistente fle

Se as variaveis explanatdrias forem aleat6riadmatamos que
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pIim[lx’Xj =Q,
n
é facil ver que a relacdo (8.3) continua validm &
- _1 - 1 1
plimb=g+Q pllm(—x uj (8.8)
n
Entdob € um estimador consistente plee
(1,
plim (—X uj =0 (8.9)
n

Se pressupomos qu¥; (i =1, ...,k) sdo variaveis aleatdrias independentes de

u;, temoscov(X;,u;) =0 e a condicdo (8.9) é obedecida. Alternativamerddemos

ij?
considerar (8.9) como pressuposicao do modelo. pEssUpPOSICA0 pode ser expressa

dizendo que as variavels; sdoassintoticamente nao-correlacionadasm u; .

8.3.A inconsisténcia dos estimadores de minimos qu adrados quando os
erros estdo assintoticamente correlacionados com um a ou mais das

variaveis explanatérias

Consideremos o modeloy = Xp+u, com Eu)=0 e E(uu)=10°.

Admitamos que as variaveis explanatorias sao alaaté que
(1,
plim =X'X [=Q
n

Se houver pelo menos uma variavel explanatoria niasgiamente

correlacionada com o erro, temos

plim (EX'UJ 0
n

Entédo, de acordo com (8.3), temos plint B, isto €, o estimador de minimos

quadrados € inconsistente.

294



E importante notar que a covariancia assintétiGamia entreX,, e u; nao

torna inconsistente apenas a estimativa de miniguasirados def,. Note-se, na
~ - ~ : 1., .
expressao (8.3), que se houver um unico elemewotaumd no vetorplim (—X uj , ISSO
n

pode tornar inconsistentésdos os elementos db, devido a pré-multiplicacdo pela

matriz Q.

8.4. O uso de variaveis instrumentais para obter es  timativas consistentes

Por simplicidade, consideremos o modelo
Yj = ﬂ}(j +uj , (810)

pressupondo quE(u;) =0, E(u?) =o?, E(u,u,) =0 seh#j,

Iim(lZij =Q e plim(izxjujj 0.
n- n

O estimador de minimos quadrados/gle

b= ZXJYj

> X

De acordo com (8.8), temos
plimb-=Q™ pIim(lZ X, ujj
n
Se X; e u; apresentam correlagdo assintotica positu@nde a superestimar o
valor deg, pois Q >0, por tratar-se de uma soma de quadrados. Por lawkop seX

e u; apresentam correlagado assintotica negaiv@nde a subestimar o valor e

Admitamos que sejam conhecidos, para as observded@sostra, os valores de

uma variavelZ; tal que

pIim[%Zijjjio (8.11)

pIim(%ZZiujj =0 (8.12)
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A condicdo (8.12) significa queZ; e u; devem ser assintoticamente nao-

correlacionados. Uma variavelZ () com tais propriedades € denominada variavel

instrumental.
A seguir demonstraremos que

~_ 7)Y,
ﬂ_sz’

|

denominado estimador de variavel instrumental nsistente.
De (8.10) e (8.13) obtemos

iZZij
p=p+
ﬁZZJ.Xj
Entao
plim[lZZijj
plim 3 = g+ 2
plim[nZZijj

Considerando (8.11) e (8.12), segue-se que
plim 3 = 3
isto é, B € um estimador consistente fle

Generalizando, consideremos o modelo

y=Xp+u, (8.14)
pressupondo qu&(u) =0, E(uu’) =10”* e plim (EX'UJ £0.
n

Sabemos que nestas condigdes o estimadofX'X) ™" X'y é inconsistente.

Admitamos que, sendmo numero de parametros €n é conhecida uma matriz

Z, de dimensdes x p, com as seguintes propriedades:

a) pIim(%Z'uj =0 (8.15)

b) a matriz
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pIim[%Z'Xj =Q (8.16)

existe e ndo é singular.

C) existe a matriz
(1,
plim [—Z ZJ:G) (8.17)
n

Nestas condicdesZ € denominada matriz de varidveis instrumentais. Se

admitirmos que algumas das variaveis explanatdrks) sdo assintoticamente n&o-

correlacionadas com o erro, tais variaveis podem w#izadas como variaveis
instrumentais, isto €, podem constituir colunasnddriz Z. entretanto, sera necessario
dispor das observacBes de uma variavel instrumexd@lional para cada variavel
explanatéria que admitirmos correlacionada conr@. er

O vetor das estimativas dos parametros, de acanthoacmétodo das variaveis

instrumentais, é

B=(Z'X)*Z'y (8.18)

Note que, se todas as varidveis explanatorias fomesintoticamente néo-
correlacionadas com o erro, a propria matripode ser usada como matriz de variaveis
instrumentais e entdo o estimador (8.18) coinciden @ estimador de minimos
quadrados.

A seguir demonstraremos que, obedecidas as corsdi@é5) e (8.16), o
estimador (8.18) é consistente. De (8.14) e (&ob&mos

p=p+2ZX)"Zu

plim ﬁ =p+ {plim (EZ'XH plim(EZ’uj
n n

De acordo com (8.15) e (8.16) segue-se plira fi =p, c.q.d.

Entao

Pode-se demonstrar que a matriz de varianciasaiéocias assintéticas geé

nQ OO o?. As correspondentes estimativas séo dada¥’por,
(Z'X)H(Z'Z)(X'Z) 12 (8.19)

onde

13 \er Johnston (1972, p. 280).
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s* = (y = XB)'(y — XB)/(n - p)
Note que (8.19) se transforma &X’'X)™'s* seZ = X.

8.5.Regressao linear simples com as duas variaveis Sujeitas a erros de

medida

Admitamos que as variaveig; e ¢, estdo relacionadas de acordo com o

modelo
Y, =a+px; +e;, (8.20)

~ f - . (1
onde osg; sao erros aleatorios independentes de média zqahm(—Zsfj =g’
n

Admitamos também que as observacgdes disponiveisemcerros de medida

nas duas variaveis. Por isso ndo temos os valergs @ ¢/, , mas apenas os valores de

Xj :)(j +Vj (821)

Y, =y, tw,, (8.22)
ondev; e w; sdo erros aleatdrios independentes com média zero,
pIim(%vajav2 e plim (%waj =0?.
De (8.20), (8.21) e (8.22), obtemos
Y, -—w; =a+ [(X; -v,) +€,

ou

Y, =a+ X, tw, - B, (8.23)

ondea)j =& tw,. Se g ew, forem assintoticamente nao-correlacionados, temos
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De (8.23), fazendo
u, =w, - B, (8.24)
obtemos
Y, =a+pBX, +u, (8.25)

Admitimos que as variaveig, e w, ndo sdo assintoticamente correlacionadas

entre si, nem s&o assintoticamente correlacionamtasy, , isto e,

pIim(%Zvj w, j =0, (8.26)
. (1
pllm(EZvj)(j j =0, (8.27)
e
. (1
pllm(EZa)j)(j j =0, (8.28)

De (8.21) e (8.24) obtemos
%ZXiui :%Za)j)(j +%Zvja)j —éZvj)(j _éz"jz
Considerando (8.26), (8.27) e (8.28), segue-se que

plim[%Z Xjujj =-0 pIim[%vaj

Como plim (lvaj = g?, obtemos
n
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plim[%z Xjujj =-fo? (8.29)

Esse resultado mostra que 8e> 0, X, e u; apresentam correlagdo assintética

negativa. De acordo com o que foi visto na se&8p sabemos que o estimador de

minimos quadrados ndo é consistente.

A seguir determinaremos o limite em probabilidadeedtimador de minimos

guadrados,
2 XY,
b=—""21L 8.30
XX} (8.30)
Substituindo (8.25) em (8.30), obtemos
Y.
b= IB+—Z X 2‘
2 X
Entéo
plim[leijj
plimb = g+ ”1 (8.31)
plim(anfj
Pode-se demonstrar que, de acordo com (8.29),
I. 1 — 2
plim EZ XY, |=-po, (8.32)
e que
li 12 2l=g’+0? 8.33
plim| <X} |= 0y +07, (8.33)

ondeo; = pIimFZ()(—)_()z}
n
Substituindo (8.32) e (8.33) em (8.31), obtemos
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2
po,

imb=pg-——"Y_
plimb =4 o +0;
ou
plimb = ’802 (8.34)
1+ V2
o

Portanto, o estimador de minimos quadrados ordimdende a subestimar o

valor absoluto do paramet® quando ha erros déedaead variavel explanatoria.

Nas proximas secdes examinaremos diferentes métpdos obter uma

estimativa consistente J¢  quando ha erros de medidariavel explanatoria.

8.6. O método da variavel instrumental

Note que a inconsisténcia do estimador de minmoesirados, quando h& erros
de medida na variavel explanatoria, decorre ddéndsa de correlagdo assintotica entre

X, eu;, como mostra (8.29). Portanto, este € um casecesglo problema analisado

na seca®.3

De acordo com o que vimos na se8a o metodo da variavel insrumental nos

fornece um estimador consistente feno modelo (8.25). Para isso precisamos dispor

de uma variavel instrumentZIj . Podemos, entao, constituir a matriz

Para o modelo (8.25) temos
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De acordo com (8.15) e (8.16), a variael deve ser tal que:
(1,

a) plim [—Z uj =0

n
b) a matriz

plim (EZ'XJ =Q,
n

existe e é nao-singular, o que implica que

plim(%Z Z xjj £0

Vimos que, nestas condigéeﬁs,: (Z'X)*Z'y é um estimador consistente. Para

o0 modelo (8.25) obtemos

27,
27X

B = e G=Y-5X

Entretanto, nem sempre dispomos de uma variavélumental, obtida dos
dados observados. Vejamos, entdo, uma forma ebpeeiaobter uma variavel
instrumental. Admitamos, sem perda de generalidapes as observacbes estao

ordenadas de acordo com os valores Xlg, em ordem crescente. Sefor par,
estabelecemoZ; = -1 para as primeiras/2 observagdes &, =1 para asV2 dltimas
observacdes. Se for impar, estabelecemas; =-1 paraj=1, .., (—-1)/2,Z, =0

paraj = (n+1)/2eZ; =1 parg = (n+ 3)/2, ...n.

E facil verificar que o estimador g&de acordo com (8.18) é, neste caso,

(8.35)
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onde X, eY, sdo as médias dos valores Xe eY;, respectivamente, para as primeiras

n2 ou @ — 1)/2 observacdes, &, e Y, sdo as médias dos valores de e,

respectivamente, para as Ultinmd2 ou f — 1)/2 observacoes.

O estimador (8.35) foi proposto por Wald (1940).avez que esse estimador
obtido a partir das médias &ee deY para dois conjuntos de observacdes, o método &

denominado método do agrupamento das observacoes.

Bartlett (1949) mostrou que a eficiéncia do estionaalmenta se dividirmos as

observacoes, ordenadas de acordo com os valoseetes deX;, em 3 grupos, com

aproximadamente o mesmo numero de observacdes @aura, e estabelecermos

Z; =-1 para as observagoes ddgtupo, Z ; =0 para as observagdes dddtupo e

Z; =1 para as observacoes dogBupo. Entéo

H><| -<I

. ¥-
P x

onde X, e Y, sdo as médias dos valores de e Y, respectivamente, para as

observagdes dd hrupo e X, e Y, sdo as médias para as observacoes daiBo.

8.7. Outro método

Consideremos, novamente, 0 modelo de regresséar lanmples analisado na
secad.5.

O estimador de3, de acordo com 0 método de minimos quadradosaidg) €

fZ&Y
b= ” (8.36)
iZX

ComY,; =a+ pX; +u,, obtemos

XY, = X 42T xy
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Lembrando (8.32) e (8.33), concluimos que o nunugrdd (8.36) converge em
probabilidade para

plim (%Z x,.ij = o’
e que o denominador de (8.36) converge em prodadi para
plim (12 xzj =ol+0;
n
Segue-se que o estimador
1
—2XY,
n

p=_n_""_ (8.37)

2 2
XX -0,

S

converge em probabilidade paf

O método pode ser estendido para o caso de regsesuditiplas, como consta
em Johnston (1972, p. 289-290).

E claro que, dada uma amostra de valoresXdee Y;, para que se possa

calcular o valor do estimador consistente (8.3f@@&ssario conhecer a variancg §

do erro de medida da variavel independente.

Esse método foi utilizado por Perez (1973) em utdesda elasticidade-renda
do consumo de alimentos em Piracicaba, S.P. Awaridadependente, nas regressoes
ajustadas, era o logaritmo da renda mepeaktapita Perez admitiu que os dados sobre
a renda mensaler capitaapresentaram erros de medida e que esse errenerd5%
dos casos, menor do que 20% do valor dessa remaa.alieracdo de 20% em um valor
equivale a multiplica-lo ou dividi-lo por 1,2. Con® varidvel independente era o
logaritmo da renda, segue-se que seu erro €, emdd5%asos, inferior ao log 1,2, em
modulo. Lembrando que o intervalo entre —2 e +rpreende pouco mais de 95% da

distribuicdo normal reduzida, temos aproximadamejque

20, =logl2
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Donde

1 2
o?=|=logl2
; (2 glj

Exercicios
8.1. Admite-se que ha uma relacdo linear entre esladeiros X Y
valores das variavei e Y, com coeficiente angulgf. Sabe-se, 11 25
entretanto, que os valores observados das duasvemritém 15 33
erros de medida. E fornecida uma amostra de 5 paresalores 19 37
apresentados na tabela ao lado. 11 21

a) Obtenha uma estimativa consistente gleadmitindo que a varianté& do 24ro

de medida enX € igual a 0,8.
b) Neste caso o estimadob=Y xY,/Xx*, com x =X, -X, tende a

superestimais ? Quais sédo, neste caso, as propriedades do estibtad

8.2. Na tabela ao lado estdo os valoresYde X obtidos de uma

amostra com 8 observacdes. >2< 12
a) Determine a equacgao de regressad a@entraX de acordo 5 18
com o método de minimos quadrados ordinarios. 1 12
b) Admitindo queX inclui um erro de medida, determine as 4 18
estimativas dos parametros da regressao de acordooc 5 16
método de Wald (1940), dividindo as observa¢cfesders 5 10
grupos. 5 20

c) Determine as estimativas dos parametros admitindoagvariancia %p erroﬁe
medida enX € igual a 0,5.

d) Admitindo que haja erro de medida el quais sdo as propriedades
estatisticas das estimativas do coeficiente reipesbtidas em (a), (b) e (c)?
Se 0 estimador ndo for consistente, diga se eldetem subestimar ou

superestimar o valor verdadeiro.
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8.3. E dada a seguinte amostra de valores das varidy¥is Z.

X Y Z
—4 -6 -1
-2 —4 -5
-2 0 1
0 -2 -3
0 4 -1
2 2 3
2 6 1
4 8 5

Sabe-se que as variavei® Y apresentam erros de medida e admite-seXaquié

estdo relacionados de acordo com o modelo
Y, =a+pX, +u,

Devido aos erros de medida enX;, o erro u; € assintoticamente
correlacionado conX; .

Admite-se, também, que a variavg| ndo € assintoticamente correlacionada
comu; .

a) Determine a estimativa d8 de acordo com o método de minimos quadrados

ordinarios.
b) Se f>0, qual o sinal da tendenciosidade assintética donador de

minimos quadrados ordinarios @&?

c) Determine a estimativa dg utilizando Z; como variavel instrumental.

Obtenha, também, a estimativa do respectivo demdodo.

d) Determine a estimativa consistente Seadmitindo que a variancia do erro

de medida dX é g2 =1.

8.4. Considere o modelo

Y, = BX; +uy,
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onde osu; sdo erros aleatérios indepedentes, identicamestebdidos, com

média zero eE(u}) = plim [lZufj =o?. Admite-se que oX; séo fixos e que
n

Iim[lZ ij =Q.
noe\ N
a) Demonstre que o limite em probabilidade de
et
2 XY,
é
2
IB+0_
R
Respostas
8.1.a)3=2

b) O estimador de minimos quadrados ordinéribs € inconsistente, com

tendenciosidade assintGtinagativa(tende a subestim#).
8.2. a)Y = 9273+ 1636X

b) ou C)Y =8+2X

8.3.a) 5/3
b) negativo
c)2
d) 2

Observacdo: O fato dos itens (c) e (d) terem anmaggsposta € uma coincidéncia,
devida ao carater artificial dos dados desse evierdtm geral os varios métodos

de estimacéao darao resultados diferentes.
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9. EQUACOES SIMULTANEAS

9.1. Introducéo

Para iniciar a analise dos problemas econométrelasionados com sistemas
de equacgdes simultaneas, consideremos um modeto smmnples de determinacéo da

renda nacional, constituido pelas duas equacOes @aseguir:

{Ct =a+pr +u O

Y, =C+Z, 6-2)

ondeC, é a despesa de consuma&simo periodot(= 1, 2, ...n), Y, é arendaZ, é a

despesa de investimentaigé o erro aleatorio,
com E(u,) = 0, E(u/) = plim (EZUEJ =0’ e E(uu,,) = Oparah# 0.
n

Uma vez quef representa a propensdo marginal a consumir, des/e¢aro

0<pB<1.

A variavel Z, éexdgenaou seja, € uma variavel cujos valores sdo detachois

por um processo independente do descrito pelarsstie equacdes em analise.

Pressupomos que as variaveis exogenas sao natacammadas com os erros do

sistema de equacgdes simultaneas.
No caso do exemplo que estamos considerando, paass, pois, que
E{lZ, -E(Z)lu} =0
ou
E(Zu,)=0 (9.3)

Neste exemploC, e Y, s&o variaveis endogenasisto é, sdo variaveis

determinadas conjunta e simultaneamente, da maneiti@ada pelo sistema de
equacdes pela(s) variavel(eis) exdgena(s) e afs)ser
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Diz-se que um sistema éompletoquando o numero de equacdes € igual ao
namero de variaveis enddgenas, de maneira quéemsipode ser resolvido para essas
variaveis. A solucdo € chamatftaama reduzidado sistema. Uma equacdo na forma
reduzida mostra como uma variavel endégena varitueg@o das variaveis exégenas e

dos erros aleatérios. As equacdes originais sanatiasequacdes estruturais

No caso do exemplo que estamos considerando, ingastequacdes estruturais

(9.1) e (9.2) obtemos as equacdes de forma reduzida

c="0 + P 7,1 (9.4)
1-8 1-4  1-pB

v=9 . 1 7+ 1
1-8 1-p  1-p

u, (9.5)

Vamos verificar, preliminarmente, que na equacgéab) (8 errou, e a variavel

explanatoériay, estdo positivamente correlacionados.
De (9.5) segue-se que

a 1
+

Zt
1-8 1-8

E(Y) =

e que

Y -E() =50

Entao

cov(Y,,u,) = E{[Y, - E(Y,)]u} =
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Como0O< B <1, temos quecov(Y,,u,) > Qisto €, narelagédo (9.1) o residuo e a

variavel explanatoria estdo positivamente correlzamlos.

O estimador de minimos quadrados ordinariogdem (9.1) é

_2¥%C

b
>yl

(9.6)

De acordo com o que foi visto na se@&8 a existéncia de covariancia ente
e u, faz com que o estimador de minimos quadradosisegasistente. Aplicando a

relacéo (8.3) a esse caso, verificamoslygtende a superestimar o valorfle

Determinemos o limite em probabilidade Hde Substituindo (9.1) em (9.6),

obtemos
b= ,8+—Z ytl:‘
Y,
Entao
. (1
pllm(nZ ytutj
plimb= g+ (9.7)
(1o,
MM{ZMJ
n
De (9.5) segue-se que
1 1 _
e LR O (9.8)

Uma vez quay, e Z, sdo néo-correlacionados, temos
(1
plim| =2 zu, |=0
n

Entéo, de (9.8), obtemos
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. (1 _ 0o
pllm(ﬁZ ytutj “1-5 (9.9)
e
(1o, Q o’
lim| =X y?|= . . 9.10
p'm(n yj B a-p 10
(1o,
ondeQ = pllm(EZzt j
Substituindo (9.9) e (9.10) em (9.7), obtemos
olimb= g+ L= A" 9.11)

Q+o?

De acordo com o esperado, a tendenciosidade assanédpositiva, uma vez que
0<pB<1.

9.2. Um exemplo numérico

Consideremos os valores @, C, e Y, da tabela 9.1. Verifica-se qu& = 20,

C =30 eY =150.

TABELA 9.1. Amostra de 6 valores &g, C, e,

Z, Zt:Zt_Z C, Ct:Ct_(_: Y, yt:Yt_V
16 -4 119 -11 135 -15
14 -6 126 -4 140 -10
18 -2 132 2 150 0
20 0 125 -5 145 -5
24 4 131 1 155 5
28 8 147 17 175 25

Para construir esse exemplo numérico escolhemizsalinente, os valores de

Z, apresentados na tabela 9.1. Depois obtivemosoBegatieu, com média zero e de
maneira que a correlacdo enffe e u, fosse igual a zero. Em seguida estabelecemos

quea =40 e B =06 e utilizamos as equacdes (9.4) e (9.5) para @alog valores de
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C, eY,. Dessa maneira, nesse exemplo artificial, os neétednsistentes de estimagao
irdo reproduzir os valores “verdadeiros” dos paténse que sdar =40 e S=06.
Da tabela 9.1 obtemo¥ gy, = 666 Xy’ =1000. Entdo o estimador de

minimos quadrados ordinérios pafaé

LGy, _ 660 _ o0
SyZ 1000

gue, cOmo esperavamos, superestima o valgt de

9.3. O estimador de variavel instrumental

De acordo com o que foi visto na sec8al, o método das variaveis
instrumentais pode ser usado para obter estimatorasstentes dos parametros quando
uma variavel explanatoria esta correlacionada cemado modelo.

De acordo com (8.18), utilizandd, como variavel instrumental paM, as

estimativas dos parametros da equacao estrututals@o dadas por

j= 236 (9.12)
2 7Y,
e
a=C-pY (9.13)
No caso do exemplo numérico apresentado temas, = e204,y, = 340.

Entéo,@ = %‘ =06 e a =130- 06[150=40.

9.4. Minimos quadrados indiretos

A equacéo (9.4), da forma reduzida, pode ser aswino segue:

C =A+BZ +¢
com
a
A= 9.14
% (9.14)
B=_F_ (9.15)
1-¢
e
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& zmut

Como cov(u,,Z,) = 0, temos cov(¢,,Z,)= 0 Entdo o método de minimos

quadrados ordinarios fornecera estimadores linead@stendenciosos de variancia

minima e consistentes dos parame&@sB. Tais estimadores sao

B :zziz? (9.16)
e
A=C-BZ (9.17)
De (9.14) e (9.15) obtemos
B = 1EB (9.18)
e
a=(@1-pB)A (9.19)

Substituindo, em (9.18) e (9.19) e B pelas suas estimativas consistentes, dadas
por (9.16) e (9.17), obtemos estimativas consietedea e . Apesar deA e B serem
estimadores nado-tendenciosos Ale B, as estimativas de e £, obtidas da maneira
descrita, serdo tendenciosas porque a ndo-tendatarie sO6 € preservada em
transformagodes lineares.

De acordo com (9.16) e (9.18) o estimadofde

PIFAS

Xz _ Xz

14236 XZ+Xzg
>z

ComoY, =C, +Z,,temosY. zy, =X zc, + 2 z°. Entdo o estimador ¢& fica

2 ZC,
PIFAY

B=

isto é, obtemos, através de minimos quadrados etodir 0 mesmo estimador

anteriormente obtido utilizandd, como variavel instrumental.

De acordo com (9.17) e (9.19) o estimadorodeobtido através de minimos

quadrados indiretos, é
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1-B
=C-B(C+2)=
=C-p,

ou seja,
a=C-pv,

que € o estimador anteriormente obtido pelo métadeariavel instrumental.
O aluno deve verificar que, se em lugar de utiigkes a equacdo (9.4),

utilizarmos a equacao (9.5) da foram reduzida,stismadores der e S obtidos através

do método de minimos quadrados indiretos seracessws, isto €, seréo iguais a

B — X ZC
2zy,
e
a=C-pY
Apliguemos o0 método de minimos quadrados indirafmexemplo numeérico
apresentado.
Para a equacéao de regresséo, derivada de (9.4),
C, =A+BZ +¢,
obtemos
~ C A — A
B=240 20415 o A-C- A7 =130-15(20=100
2 136
De acordo com (9.18) temos
~ B
= _ = 0’6
p 1+B

De acordo com (9.19) temos
& =(1- B)A=040100= 40

Como exercicio o aluno deve repetir os calculosidenando a equacao (9.5),
em lugar da equacao (9.4), verificando que as astias dea e £ obtidas serdo as

mesmas.
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9.5. Minimos quadrados em dois estagios

Para estimar os parametros da equacdo (9.1) atdavésétodo de minimos

quadrados em dois estagios fazemos, inicialmentegr@sséo linear simples & (a
variavel endégena que aparece no segundo memtsa dggacdo) em relaciaZa (a

variavel exdgena do sistema). Sejam e 71, as estimativas dos parametros dessa

regressao. Sabemos que

>
7, = ZAY
P
e
7=Y-nZ

Podemos entdo calcular os valores de
Y, =71 +IT,Z, (9.20)

Em (9.1), substituinde, por \?t +¢&, ondeg, sdo os desvios da regressaoyde

contraZ,, obtemos
Co=a+BY, +e)+y,
ou
C =a+p +(u + L) (9.21)
De (9.3) e (9.20) obtemos
cov(Y,,u,) = 7r,cov(Z,,u,) =0

Sabemos qué?t nédo esta correlacionado coep (Esta € uma propriedade do

método de minimos quadrados). Concluimos, entam,rguequacao (9.21\?ﬂ nao esta
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correlacionado com o errqu, + e, . Podemos, portanto, aplicar a essa questdo o

meétodo de minimos quadrados ordinarios, obtendmguoiste estimador para:

Comoy, =7,z e 7, =

esse estimador fica

2GY _ 270 _ X276 _ X376
Ly mEIzZ Iz Lzy,

Obtemos, pois, 0 mesmo estimador consistente jaookgelo método de

minimos quadrados indiretos e pelo usaZdecomo variavel instrumental:

5= 236
B >z

<

Vamos aplicar o0 método de minimos quadrados em eBi&gios ao exemplo

numeérico apresentado.

No primeiro estagio, fazemos a regressad,deontraZ, .

Temos
f[z :—Zztgt _%): 2’5
>z, 136
e
fr, =Y - 25Z =150- 25[20=100
Em seguida, calculamos os valores\?;ier 100+ 25Z,, que séo apresentados na
tabela 9.2.
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Tabela 9.2. Os valores d?g obtidos no 1 estagio

Zt YAt 9t
16 140 -10
14 135 -15
18 145 -5
20 150 0
24 160 10
28 170 20
TemosZ\?t =2Y, =900,
LY - =150
n
> ¥2 =850

No segundo estagio fazemos a regressé@tota)ntra\?t , Obtendo

& =C - BY =130- 06 [150= 40

9.6. Variaveis conjuntamente determinadas e variave is predeterminadas

J& vimos a distincdo entre variaveis endogenasri@ves exogenas. Se, no

sistema de equacgles simultaneas, além das varzoreghtes (referentes ao peridglo

ha variaveis defasadas (referentes ao petiedo, comh > 0), podemos distinguir os

seguintes tipos de variaveis:

a) variaveis enddgenas correntes
b) variaveis exdégenas correntes
c) variaveis endogenas defasadas
d) variaveis exogenas defasadas

As variaveis enddgenas correntes sdo denomineaiddveis conjuntamente

determinadasAs outras sao chamadaaiaveis predeterminadas
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No caso mais geral, entdo, a forma reduzida descpegcomportamento das
variaveis conjuntamente determinadas em termowal@veis predeterminadas e dos

erros.

9.7. Notagao geral

Consideremos um sistema de equacdes simultanegdetontomL equacoes e
L variaveis enddgenas (ol varidveis conjuntamente determinadas, ja que né&o
consideraremos, no que se segue, a possibilidadexiderem variaveis endogenas
defasadas).

A j-ésima equacao estrutural poderia ser represedéasieguinte maneira:

L K
hZ:)lyijht +kZ:)l,[>’ijkt =€, (=1,..Let=1,..n),

ondeY,, € at-ésima observacdo daésima variavel endogena ¥, é at-ésima
observacdo d&-ésima variavel predeterminada £ 1, ...,K, sendoK o nimero de
variaveis predeterminadas do sistema de equacfes&@ise).

O modelo especificara, normalmente, que parte defsoientesy,; (h=1, ...,.L)
e B; k=1, ..,K) sdo iguais a zero, indicando as variaveis exatuidasj-€sima

equacao.
Em notacao matricial temos
YI'+XB =E (9.22)

ondeY tem dimensden x L, I' tem dimensbek x L, X tem dimensden x K, B tem
dimensdeK x L eE tem dimensdes x L.
Cada coluna da matrie é constituida de valores dos erros para uma das
equacgdes do sistema:
E:[s1 €, ... sL]
Admite-se que
E(e;g)) =1 01-2
e que
E(ee,) =10y,

isto €, 0 erro de uma equacdo em determinado pedatdo-correlacionado com 0s
erros referentes a outros periodos, mas pode getamonado com o0s erros das outras
equacdes no mesmo periodo.
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De (9.22), que representa as equacdes estrutoindesnos a forma reduzida
Y =-XBI''+Er™* (9.23)

Essa notacdo mais geral ndo é cémoda para a ataétiseétodos de estimacao

gue vamos considerar a seguir.
Em principio cada uma das equacdes estruturaisgavdmlocada na forma

yj :Zjﬁj +gj (9.24)
onde:
a) y; € um vetor-coluna com ssvalores da variavel endégena que aparece no

primeiro membro dgésima equacgao estrutural;

b) Z, & a matrizn x N;, onde N; & o nimero de variaveis no segundo

membro dg-ésima equacdo, incluindo variaveis enddégenas geaas (Se a
equacado tem um termo constante, vamos considegagxjste uma variavel
exdgena ficticia cujas valores sao todos iguaisaddociada a esse termo);

C) &, éum vetor com ofl; parametros a serem estimados e
d) ¢, € um vetor-coluna com @svalores do erro daésima equagao.
O estimador de minimos quadrados ordinarios para
I -1=1
(Z/Z;)" 2}y,
Entretanto, seZ; inclui variaveis conjuntamente determinadas (vaig

endogenas correntes), esse estimador ndo € cotesiste

9.8. Variaveis instrumentais

Para relembrar a idéia do uso de variaveis instntaigee na obtencdo de
estimativas consistentes dos parametros, considsrenmodelo basico de regressao

linear multipla, com uma Unica equacéo,
y=Xp+u
Premultiplicando poiX' obtemos

X'y = X'Xp +X'u

319



O valor de X'u é desconhecido, mas gim (EX'UJ =0 e plim [EX'XJ é
n n
uma matriz ndo-singular, podemos, para uma amssticgentemente grande, desprezar
X'u obtendoX'y = X'XB.

Segue-se qué = (X'X)™X'y € um estimador consistente ple

Seplim (EX'UJ # 0, mas dispusermos de uma matriz de variaveis msintais
n

W, comn linhas, sendo queplim(iW’uj:O e plim(iW'xj € uma matriz ndo-
n n

singular, obteriamos, analogamente, o sistemauk;6gs
W'y = W'XB,
que podera ser resolvido paﬁa se existir (W'X)™. Obter-se-4, dessa maneira, 0
estimador consistenlﬁe: (WX)W'y.
Vamos aplicar o método das variaveis instrumengaia estimar os parametros
de (9.24).

A matriz X, com todas aK variaveis predeterminadas do sistema, € uma matriz

de variaveis instrumentais apropriada se pudermhostia que*

pIim[EX'sjj:O (9.25)
n
De (9.24), considerand$ como matriz de varidveis instrumentais, obtemos
X'y, =X'Z,8, +X', (9.26)
e
X'y, =X'Z§, (9.27)

SeN; =K, amatrizX'Z,; é uma matriz quadrada de dimens&esK.
Se, além dissoxX'Z; for ndo-singular, exist(aX’Zj)‘l e de (9.27) obtemos

&, =(X'Z,)* Xy, (9.28)

4 SeX incluir varidveis endégenas defasadas, s6 podeshwitir a validade de (9.25) se os erros nao
forem autocorrelacionados. Uma exposicao didatizapbblema de ajuste de equagbes simultaneas
guando ha variaveis enddgenas defasadas e autacéoeos erros pode ser encontrada em Kelejian e
Oates (1978, p. 321-325).
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9.9. Identificacéo

A relagao (9.27) representa um sistemaKdequacoes conN; incognitas (as
estimativas dosN; parametros, cada um correspondendo a umaNdagariaveis que

aparecem no segundo membrg-@aima equacdo do sistema de equacgdes simultaneas).
Para que exista uma solucdo, isto é, para que ac&gu9.24) seja identificavel, é
necessario que o numero de equacdes em (9.27pedejanenos igual ao nimero de

incégnitas, ou seja, devemos ter

K>N. (9.29)

J

Portanto, se as equacdes do modelo estdo na fO2W),(para que pésima
equacao estrutural seja identificavel, a condiggmessaria, mas ndo suficiente, € que o
namero K) de varidveis predeterminadas do sistema de egsagidnultdneas em
estudo seja pelo menos igual ao nimexg)(de variaveis que aparecem no segundo
membro dg-ésima equacéao.

Se representarmos pdK; e L;, respectivamente, o nimero de variaveis

predeterminadas e o niumero de variaveis endogemagp@recem no segundo membro

daj-ésima equacéo, temos

NJ. = KJ. + Lj
Entdo, a condiga& > N; fica
K=K, +L,
ou
K-K; 2L, (9.30)

Portanto, para que pésima equacdo seja identificavel, é necessarioagque
namero de variaveis predeterminadas do sistema@o@parecem nessa equacao seja
igual ou maior do que o numero de variaveis enddgenrrentes no segundo membro
da equacao.

Se K<N; (o que implicaK -K; <L;) o sistema (9.27) nao tem solucao.

Dizemos, entdo, que pésima equacdo estrutural ndo € identificavel, B&toha

subidentificagao.
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Se o sistema de equacdes (9.27) for possivel endetalo, isto €, se existir
apenas uma solugdo para esse sistema, dizemos jgésinaa equacdo estrutural é
exatamente identificavel. Isso ocorre, por exempgoN, = K e X'Z; for uma matriz
nao-singular. Nesse caso, a solucéo do sistemadaepma (9.28).

Se o0 numero de equacdes independentes em (9.2vafor do que o nimero de
incognitas (N, ), temos superidentificacao.

Note que tanto no caso de identificacdo exata conwo caso de
superidentificacdo dizemos que a equacao € ideantdi.

Antes de mostrar como podemos obter estimativagpd@metros em caso de
superidentificacdo, vamos examinar o conceito detificacdo sob outros angulos.

Para ilustrar o problema de subidentificacdo, amremos o sistema (ndo

identificavel) constituido pelas equacdes de ofedamanda de um produto:

{qt = B, + B,p, +U, (demanda)
o =V, t V1P, +& (oferta)

ondeq, e p, sdo, respectivamente, a quantidade transacionagaego do produto no

t-ésimo periodo. Aqui, o fato de utilizarmos letragUsculas ndo significa que as
variaveis sejam centradas.

Neste caso, para qualquer uma das 2 equacoes, tepr@s(considerando uma
variavel ficticia x, = 1 associada aos parametrs e y,). ComoK =1 (s6 ha uma
variavel predeterminada quex = ), temos um caso de subidentificacdo. Nenhuma

das duas equagdes € identificavel ja que para aKiball; . A relagao (9.27), isto €,
X'y, =X'Z8,
consiste, tanto no caso da demandaX) como no caso da oferfa=(2), de uma Unica

equagédo com 2 incégnitaﬁ(eﬁl no caso da demandayg e j, no caso da oferta).

Podemos mostrar, graficamente, o fato de, nestadigfies, as equacdes de demanda e
oferta ndo serem identificaveis. Na figura 9.1 espntamos a funcdo de demanda e a

fungdo de oferta. Os pontos correspondentes aes parvaloregp,,q;) estardo em

redor do ponto de interseccao das 2 fungdes (@mEnequilibrio). Tais pontos ndo nos

permitem estimar nenhuma das duas funcoes.
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oferta

demanda

P

Figura9.1

Consideremos, agora, que a oferta depende, tamii@mreco (x, )de uma
matéria-prima, e que este pre¢co é uma varidvelenague néo afeta a demanda

{L=%+@ﬂ+wﬂkmww® (9.31)

0 = Vo T V1P + Yo%, t & (oferta)
Esse sistema teki = 2 variaveis exdgenas (a variavel fictisja= e k).

Para a equacgédo de oferta temNs =3> K. Portanto, essa equacdo néo é
identificavel.

A equacdo de demanda, entretanto, é exatamentdificdel, ja que
N, =2=K.

Para ilustrar graficamente o problema, consideremmossistema de dois eixos
cartesianos ortogonais, onde séo lidos os valaes, & ¢, . A fungéo de oferta estara
em diferentes posicdoes, dependendo do valor xje Com isso, 0s pontos
correspondentes aos pares de valogs ¢, ), que estdo ao redor dos varios pontos de

equilibrio, se distribuirdo ao longo da funcédo @eenda, como mostra a figura 9.2.
Tais pontos poderdo, portanto, ser utilizados patar uma estimativa da funcédo de

demanda, isto é, essa funcéo é, neste caso, icaveit
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oferta para x; = A3

oferta para x; = A,

oferta para x; = A,.

demanda

Pt

Figura 9.2

Consideremos, agora, um outro tipo de andlise parstrar que no sistema

(9.31) a demanda ¢ identificavel, mas a oferta m@ Multiplicando a equacao de

demanda por uma constargte somando a equacéao de oferta, obtemos

A+0)d =V +GB, + (VL +EB) P, + VX, +E + A,

ou

a _ Vot OB it 6B o+ x +& + &,
1+6 1+6 1+6 1+6

(9.32)

Essa equacdo tem exatamente as mesmas variaveisequacao de oferta. Nao

podemos, portanto, distinguir as duas equacbOes cenmecer os valores dos

parametros. Con# # 0, a equacao (9.32) é, na realidade, uma misturaaglzscoes de

oferta e de demanda. Isso mostra que a equacadede, messe modelo, ndo é

identificavel. Por outro lado, a equacdo de demamda9.31) se distingue de (9.32)

pelo fato de n&do apresentar um termo gm Concluimos, entdo, que a equagao de

demanda é identificavel.

A condicdoK 2 N; (ou K-K; >L,) é denominadaondicdo de ordenpara

identificagcéo e é, apenas, uma condi¢do necessaria.

Para mostrar que a condig&=> N, nao € suficiente, consideremos o sistema

Yi S Q1Y TA,Y5 T A%y KT
Yi = + B, Ya ¥ BaXy + BiXo + BsXy +Ey
Yie = V1¥Ya TVXy TVaXy T VsXy tE4

(9.33)
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admitindo que se sabe, de acordo com a teoriaequieisle base para a construcédo do
modelo, que

ﬂzﬁze (9.34)
Vo Vs
Nesse sistemay,,Y, € Y, Sao0 variaveis endogenas »,,X, € X, Sao

variaveis exdgenas. Temos, portaroz 3 variaveis (exégenas) predeterminadas no
sistema.
Para a primeira equacgéo tembls =3=K, ou seja, é satisfeita a condicdo de
ordem para identificacdo dessa equacéao.
Entretanto, subtraindo da segunda equacao do siséetarceira multiplicada
por & e considerando (9.34), obtemos
AL=0)Yy = =6V Yo + LYo + (B = Os) Xy + &y — Oy

ou

-6y, B, B =6y, Ey — 08,
1-072 167" 129 7 1-9

Essa equacdo ndo se distingue da primeira equac&stéma, uma vez que

Ya

ambas tém as mesmas variaveis. A primeira equagaeistema nédo é, portanto,

identificavel, apesar de ser obedecida a condieawdemK > N; .

A seguir vamos apresentar, sem demonstracdo, aicéondecessaria e
suficiente para identificacdo de uma equac¢ao desistama de equacdes simultaneas.
Cabe ressaltar que estaremos considerando ess®di@l apenas a identificacéo
baseada em restricbes de exclusdo de variavei®,islaseada no conhecimento prévio
de que os coeficientes de algumas variaveis sé@isiguzero.

Lembrando a notag&o usada na expressao (9.22)demmos a matriz
A=[Ir"" B'] (9.35)

Nessa matriz estdo todos os coeficientes do sistesda linha correspondendo
a uma das equacgbes. Cada uma das K colunas da matriA mostra os coeficientes
de determinada variavel (enddégena ou exdégend) egaacoes.

Sem perda de generalidade, vamos determinar agd&ndiee identificacdo da
primeira equacio. Para isso verificamos ondeehasna £ linha deA e formamos uma
matriz com os elementos da matriz que ficam abdesses zeros, representando essa
nova matriz por

Ao, =Ty By (9.36)
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Essa matriz terf — 1 linhas e um nimero de colunas igual ao nurmerperos
na Flinha deA.
A condicdo necessaria e suficiente para identificada f equacéo do sistema

(por meio de restricBes de exclusdo) € que a eafstita da matriA , seja igual & —

1. Como essa matriz tem— 1 linhas, a condicdo de identificacdo € quesdssal
linhas sejam linearmente independentes.

Como a condicdo (9.29) ou (9.30), denominada céodide ordem para
identificacdo, € uma condigdo necesséria, sendiicaeo que ela ndo € obedecida para
determinada equacdo, podemos concluir que a equaddoce identificavel, sendo
dispensavel examinar a condicdo necessaria e entBcbaseada na caracteristica da

matriz A, =[I', Bj]. Por outro lado, se a condicdo de ordem paraifibagéo for

satisfeita, isso ndo garante que a equacao sdjaaefente identificavel, devendo-se
verificar se € atendida a condicdo necessaria@ente.
Para exemplificar, consideremos®etjuacéo do sistema (9.33) Ja vimos que ela
atende a condicao de ordem para identificacdo.niste
i 8
Vo Vs
A primeira vista essa matriz tem caracteristicaehdo atendida a condicdo suficiente
para identificacdo da®kquacdo. Mas, dada a relacdo (9.34), concluimesegsa

matriz A, tem caracteristica igual a 1 e que®eduagdo do sistema (9.33) nédo é

identificavel.

O leitor pode verificar que para todos os demagsrgtos apresentados, quando
a condicado de ordem indica que uma equacéao e fidawmél, isso é confirmado pelo
exame da condicdo necessaria e suficiente.

Vejamos, finalmente, um exemplo em que o exameodaicdo necessaria e
suficiente altera radicalmente o que € sugerida pehdicdo de ordem (Phillips e
Wickens, 1978, p. 283):

Y = V1Yo tViaYa + BuXy + BiXy + &y
Yo = VorYy + VosYa &y (9.37)
Ya = VarYu F 730 tExy

O sistema tenK = 2 varidveis exégenasX(, e X, ). Para a 1equacédo temos

N, =4> K, concluindo-se que ela néo é identificavel. A ¢ofd de ordem indica que
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tanto a 2como a 8 equacéo sdo exatamente identificaveis (gdijs= N, =2=K).

Vejamos a condicdo necessaria e suficiente. Pas¢adds os termos com parametros

para o primeiro membro, a matriz com todos os csgfies fica

1 Vo Vs —Bu —Bo
A=[F' B']: ~Va 1 Vs 0 0
“Va TV 1 0 0

Para a 2equacéo obtemos

Ao ={_,811 _,812}
0 0

com caracteristica igual a 1 (menor do gue 1 = 2), concluindo-se que & &juacao
nao é identificavel.
Para a 3equagdo a matriA, é a mesma, concluindo-se que aeguacéo

também nao é identificavel.
9.10. Estimacéo dos parametros em caso de superiden tificacéo
Em caso de superidentificacd0 ¥ N;), o sistema (9.27), isto &,
X'y, =X'Z,3,,

tem mais equacGes do que incognitas. A matfiz; ndo é quadrada e a solugdo (9.28)

nao se aplica.

Encaremos a relacéo (9.26), isto €,
X'y, =X'Z,8,+X'g,,
como o modelo de uma regressao linear multiplaxde, contra X'Z;. O vetor de

erros desse modelo de regressdo linear multipléee, que € um vetor-coluna colf

elementos. Desde que a maiindo contenha variaveis aleatorias, temos
E(X'e;e,X) =X'Xo?}

O estimador ded; deve ser obtido, entdo, aplicando o método dennoisi

quadrados generalizados. Obtemos
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&, =[Z' X(X'X)™X'Z 1 Z/ X(X'X) X'y, (9.38)
com matriz de variancias e covariancias assintica
[Z'X(X'X)*X'Z,1" 0} (9.39)
Se X'Z; for uma matriz quadrad& = N;) e nao-singular, de (9.38) obtemos
Sj =(X'Zj)_1X'X(Z'jX)_lz'jX(X'X)_1X'y]— =(X'ZJ-)_1X'yj
Isso mostra que (9.28) pode ser encarado, simpigemeomo um caso

particular de (9.38).

Note que o estimador (9.38) ndo apresenta todasogsiedades desejaveis de

um estimador de minimos quadrados generalizadasiueZ ; (em X'Z;) inclui,

normalmente, variaveis conjuntamente determinadas.
Entretanto, pode-se demonstrar que (9.38) é umaddtir consistente e que
' [ =1/ -1.2
[Z7X(X'X)"X'Z,] s, (9.40)
com

2=V —Z;8,)'(y; =2;8))
: n-N,

(9.41)

fornece estimativas de variancias e convariancas estimativas dos parametros

assintoticamente validas (Validade aproximada parastras suficientemente grandes).

O estimador (9.38) é um estimador de minimos quiadram dois estagios (ou
estimador de Theil-Basmann).

Se a matriz K'Z;) for quadrada e nao-singular, a expressao (9.40} [ser

escrita

(X'Z))X'X(X'Z,)7"s? (9.42)

9.11. Outras maneiras de obter o estimador de minim  os quadrados em
dois estagios

As estimativas dos parametros de (9.24), isto €, de
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Y =28, *¢,

também podem ser obtidas através de um procesdoisrastagios.

No primeiro estagio fazemos a regressdo de cadadamavariaveis eny

contra a matriz de variaveis predeterminasiasbtendo
5 — ] =1~\/1
Z; =X(X'X)"X'Z, (9.43)
No segundo estagio temos duas variantes:

a) UsarZ; como matriz de variaveis instrumentais gm=2Z 8, +¢,, obtendo

A

Ziy; = 2'1 Zj‘%*j
e
8, =(Z2\z,))'2y, (9.44)
b) Substituir Z; por 2j em (9.24) e aplicar minimos quadrados ordinarios,
obtendo
84=(2'2))'2y, (9.45)
Agora, substituindo (9.43) em (9.44) e (9.45), mbdeando (9.38), verifica-se
que

N

84 :S* :E‘;

i j i’

isto €, qualquer um dos trés caminhos leva ao adtmde minimos quadrados em dois
estagios.

Lembrando (9.43), verifica-se facilmente que a imatle variancias e
covariancias assintéticas das estimativas dos mdrdsy dada por (9.39), pode ser

escrita

S1 S N1 .2
(2i2;)" 0]

9.12. Um exemplo numérico

Para ilustrar a aplicacdo de algumas das formulatgdas consideremos,
novamente, o exemplo apresentado nas segdes 9.2 Mudando a notacdo, para
adapté-la a notacdo geral utilizada, o sistemajdagdes (9.1) e (9.2) pode ser reescrito

da seguinte maneira:
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{Ylt =aX, + [Y, +u,
Yy =Yy + Xy

onde X, € uma variavel ficticia X, = )1 X,, € o valor do investimentoy, € a

despesa de consumorg € a renda.

Os dados numéricos sao reproduzidos na tabela 9.3.

TABELA 9.3. Valores deX,,, X,,, Y, €Y,

Xlt X2t Ylt Y2t

1 16 119 135
1 14 126 140
1 18 132 150
1 20 125 145
1 24 131 155
1 28 147 175

O sistema tenK = 2 variaveis predeterminada¥,( e X, ) e duas variaveis
endogenasy, eY,,).

Sendoy, um vetor-coluna com os valores ¥g, Z, a matriz com as variaveis (
Xy €Y, ) que aparecem no segundo membro da primeira enj@agao vetor-coluna

com os parametros dessa equacao, isto €,

a primeira equacéao fica

yl = Zlﬁl +u ’
ondeu é o vetor dos erros.
Temos

[119] 1 135

126 1 140

1132 e 7 = 1 150

Yi=l125 1711 145

131 1 155

147 1 175
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A matrizX com as variaveis predeterminadas é

16|
14
18
20
24
28

X
1
O Y e

Obtemos

, 6 900
X'Z, =
120 18340

, 780 . 1 [9170 -450
X'y, = e (XZ)b =—
15804 1020, - 60 3

Neste exemplo temos identificacdo exata, com maffiz, quadrada e néo-

singular.

De acordo com (9.28) obtemos

2 1> Lt 40
6, =(X'Z)) X Y1 :{06}

ou seja,d=40e 3 =086.

Temos o seguinte vetor de desvios

-2
2
28,=| °
Y1 11 -2
-2
L 2_
Entdo, de acordo com (9.41),
24
2-""-¢
2 4
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De acordo com (9.42), a matriz das estimativasvdasincias e covariancias

assintéticas das estimativas dos parametr¢X'& ;) X'X(Z', X) s} .

, 6 120
Como X'X =
{120 2534

pode-se verificar que a matriz das estimativasvdaéncias e covariancias assintéticas
fica

1 [67925 -450],
2550| — 450 3|

ou

1 (67925 -450
425| —450 3

Segue-se queV(4)=15982, V(B)=0,00706 e cov(d,f)=-10588,
lembrando que se trata das variancias e covargassntoticas

Os testeg e F ndo sdo estritamente validos quando ha uma ou vaaiveis
enddégenas no segundo membro da equacgdo estimada.pbrafalta de alternativa
melhor, e tendo em vista que eles sdo assintoti@nvalidos, utilizamos valores te

F para testar hip6teses. No exemplo analisado testaH, : 8= Q calculamos

08 _ 06 _,y,

t= = =
40,00706 0,0840

Resultados de computador indicam que, na distdouget com 4 graus de

liberdade, a probabilidade de o valor absolutot der maior do que 7,24 é 0,002,

mostrando que o teste € significativo ao nivel%e 1

Verificamos, no caso desse exemplo numérico, quessnétodos de estimacao
analisados (uso de variaveis instrumentais, miniguedrados indiretos e minimos
guadrados em dois estagios) levam ao mesmo resultad

O uso de variaveis instrumentais € sempre equiteakem método de minimos
quadrados indiretos. Estes dois métodos, entretadtsao aplicaveis nos casos de
identificagdo exata, conduzindo, entdo, a resuftaminticos aos do meétodo de
minimos quadrados em dois estagios. Este Ultimmdoéé aplicavel, também, em

casos de superidentificacao.
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Assinale-se que os métodos de estimacao analipadesn ser aplicados a uma
equacao se essa equacdo for exatamente identificdemo que outras equacdes do

sistema sejam superidentificadas ou nao identiicav

9.13. Um segundo exemplo numérico

Consideremos o sistema

{ylt = y1y2t + ﬁlxlt + glt
Vi = VoYa ¥ BoXo + Ex

ondey, ey, sdo variaveis endogenas, e X, S&0 variaveis exdgenas,ce e &,
sdo erros aleatorios com meédia zero e varianciataote, sendo que o erro de um
periodo é independente dos erros em outros periodos

O sistema tenK = 2 variaveis predeterminadas,(e x,) e duas variaveis
endogenasy, € Y, ).

Os valores observados em uma amostra hipotétiga pattabela 9.4.

TABELA 9.4. Amostra de 8 valores para as variavgis xX,,, Y, € Yy

Xlt X2t ylt y2t
-3 -1 -1 -2
-3 -1 -2 0
-1 1 1 -2
-1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 2 0
3 -1 -1 2
3 -1 1 2

Note que todas as variaveis estdo centradas.

Temos
T x; =40 Xy Yy =10 2 Xy Yo =20
zxzzt =8 2 Xo Yy =6 2 Xy Yo =4
2 Xy Xy =0 2YyYax =0
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Neste exemplo, as duas equagdes sao exatamerttbadesis (N, = K =2).

Podemos, entdo, obter as estimativas dos paranperogualquer um dos trés
métodos analisados (uso de variaveis instrumentaiisimos quadrados indiretos e
minimos quadrados em dois estagios).

Deixamos para o aluno verificar, como exercicioe qualquer um dos trés

métodos levara as seguintes estimativas:

Iél:l, 132:]_' j)l:—l5 e }')2:0’5.

9.14. Terceiro exemplo

Consideremos 0 seguinte sistema, constituido pejaacbes de demanda e de

oferta de um produto agricola

{Ylt = aO +a1Y2t +a2X1t +a3X2t + glt (demanda)
Yy =By + BYo + B Xy +Ey (oferta)

ondeY, € a quantidade transacionadg, é o pre¢o,X,, é o tempo (em anos ou meses),
X, € arendger capitae X, € a pluviosidade.

As variaveisY, e Y, sdo endodgenas e as variavefg, X, e X, sao
exogenas e independentes dos e&pe &,, .

Na tabela 9.5 s&o dados os valores observados emamustra. Trata-se de
dados artificiais criados tendo em vista fazer @pra os calculos sejam relativamente
simples, ndo se pretendendo que o0s valores apmdssentsejam nem mesmo
aproximacdes de valores reais das variaveis.

TABELA 9.5. Amostra de 8 valores para as varia¥eisy,,, X, , X, e X,

Ylt Y2t Xlt x 2t X 3t
7 0 -3 1 2
9 0 -3 1 2

10 1 -1 1 2

10 3 -1 1 2

11 6 1 2 1

11 8 1 2 1

16 5 3 2 3

18 5 3 2 3
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Obtemos
2Y, =92 2Y, =28 22X, =0 2 X, =12 2 X, =16

Y, =115 Y, =35 X, =0 X,=15 X, =2

YVY2=1152 YY2=160 Y X2 =40 Y X2 =20 Y X2 =36

Y yi =94 > Yz =62 Y. x; =40 > x5 =2 Y x5 =4
> X,Y, =56 Y X,Y, =148 > X,Y, =196
> X, Yy =56 > Xy Yy =10 > Xy Yy =12
Y X, Y, =40 ¥ X, Y, =52 Y X,Y, =52
2 Xy Yy =40 > X, Yy =10 > Xy Yy =4
XX X, =8 XXXy =4 2 X Xy =24
2 Xy Xy =8 2 Xy Xy =4 2 Xy Xy =0

Considerando que existe uma variavel ficti%ig = , adsociada aos parametros
a, e S,, o0 sistema terK = 4 variaveis predeterminadas.

No caso da equacdo de demanda temos, incluindoiavelaX, =1, N, =4
variaveis no segundo membro da equacdo. A equaeddethanda é exatamente
identificavel e as estimativas dos parametros poskmobtidas através de qualquer um
dos trés métodos analisados (variaveis instrumgntainimos quadrados em dois
estagios ou minimos quadrados indiretos).

No caso da equacdo de oferta temos, incluindo eéwvehr X, =1 N, =3

variaveis no segundo membro da equagéo. Coye< K =4, temos um caso de

superidentificagcdo. Os parametros dessa equac@o sstimados pelo método de
minimos quadrados em dois estagios.

Sejay, o vetor-coluna com os = 8 valores dey, . Analogamente, sejam,,
X;, X, € X5 0S vetores-coluna com os valores das variavetsatiasy,,, X, , X, € Xy

, respectivamente.
Se trabalharmos com todas as variaveis centradasn,fi provisoriamente,
eliminados os termos constantes das equacoestdmais

A matriz de varidveis predeterminadas €, neste caso
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x = [Xl X2 X3]

Além dey, eX, utilizaremos adiante as matrizes:

a) Z,= [y2 X, xz], gue é a matriz com as variaveis que aparecerequneo
membro da primeira equacao (a demanda). Uma vez que
todas as variaveis sdo centradas, deixa de exig#riavel
X,

b) Z,= [y2 xg], gue € a matriz com as variaveis que aparecemegando

membro da segunda equacéao (a oferta).

B>

1 B
c) &, =|a,| esd, ={ Al] gue sdo os vetores com as estimativas dos parametros da

equacdo de demandd,) e da equagao de gfernta

Aplicando o método das variaveis instrumentais gastanar os parametros da

primeira equacao (a demanda) obtemos, de acorddX@i), o sistema de equacdes

X'y, =X'Z 8,
ou
XYy SO Xy Yy H O, TXE Y X Xy
> Ko Yy = Ay 2 Xy Yo Ay 2 Xy Xy + 0y XX,
D Xy Yy =y 2 Xy Yo 0y 2 Xy Ky + O 2 Xy Xy
Considerando os valores numéricos dados, o sidiema
56 =404, + 404, +84,
10=104, +84, + 24,
12=-4a, +4a,
Resolvendo, obtemag, =-1, @, =2 e @, = 2.
E evidente que o mesmo resultado seria obtidoiligaasemos a relacdo (9.28).
A equacédo de demanda estimada é
Vi = =Ya + 2%, +2X,
ou

A

Ylt —-115= _(Y2t - 3’5) + 2(x1t _0) + 2(x2t - :L5)

Entao
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Y, =12-Y, +2X, +2X,
Verifica-se quea, = 12
Vejamos, a seguir, como as estimativas dos paréséfr equagcdo de demanda
poderiam ser obtidas pelo método de minimos quadraih dois estagios.

No primeiro estagio, obtemos a regressdo e (a variavel enddgena que
aparece no segundo membro da equacédo) coqtra, e X,,, que Sao as variaveis

predeterminadas do sistema. Séjao vetor das estimativas dos parametros dessa

regressao.
Temos
> XA DX Xy 2 Xy Xy 40 8 4
XX = 2 Xy Xy zx;t 2XuXy [=| 8 2 0
2 Xq Xgt 2 Xor X3t 2 th 4 0 4
L 1 -4 -1 2 Xy Vo 40
(X’X)‘lzz -4 18 4| e XY, =| XXy Yy 10
-1 4 2 2 Xa Yoy -4
A seguir obtemos
1
0=(X'X)'X'y,=| 1
-2
ENto Y, =Xy + Xy = 2%y
35
-35
-15
N ~ | =15
ou =X0 =
Yo 35
35
15
| 15 |

No segundo estagio fazemos a regresséap,deontra y,,, X, € X, obtendoéAi1

SendoZ, =[y, x, x,],temos
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8, =(2'2,)2y,
Obtemos

~ A Zyzzt DXy Y XXn Y 58 40 10
27, =| X%, Yo lezt X Xy | =| 40 40 8/,

XX ¥ TXyXy XX 10 8 2
1 1 0 -5 2 Yy Vo 42
(lezl)_lzg 0 1 -4] e Z'1y1: letylt =] 56
-5 -4 45 2 Xy Vit 10
Entao
8, =|a,|=| 2
a,| | 2

A matriz de variancias e covariancias assintotitssas estimativas é

1 1 0 -5
(2'121)‘1012 = 3 0 1 -4lo}
-5 -4 45

De acordo com (9.41) o estimador dg é

312 _(y, - Z131)'(3/1 B Z131)

n—-N,
Temosn=8,N, =4 e
o
1
-1
A 1
Y1=Z:6, = -1
1
-1
— 1_
Entéo
8
2:_:2
K 4

e a matriz das estimativas das variancias e coaai$i assintéticas d&, , a, e @, é
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1, 5

4 4

o 1 -
4

5 ., %

4 4 |

Passemos a equacdo de oferta. Como, para essa agquéEmos
superidentificacdo, dos trés meétodos de estimagiiesentados, s6 o método de
minimos quadrados em dois estagios € aplicavel.

Entdo, de acordo com esse método, fazemos, noipriesagio, uma regressao
de y, (a variavel endogena que aparece no segundo mesabenguacdo de oferta)

contra x,,, X, € X, que sdo as variaveis predeterminadas do sistéeste exemplo,

este estagio coincide com o primeiro estagio daagio do mesmo método a equacao
de demanda.

No segundo estégio fazemos a regresség,deontra y,, € x, , obtendos,.
SendoZ, =[y, x,], temos
8, =(252,)7 2%y,

Obtemos

~ A 2 2 A y 42
(ZIZZZ)—I :i|: :| e ley1:|:2ylty2t:|:|: :|
108/2 29 2 Xa Vit 12

Entao

A equacdo de oferta estimada é
Vi = Yo + 4%y

Entao

YAlt —115=Y, —35+4(X4 - 2)

Ylt = Y2t + 4X3t
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Verifica-se que,[S’0 =0

A matriz de variancias e covariancias assintotieag, e S, é

5\ 12 2
ZIZ 10.2:_ 0.2
(2222)" 7 108[2 29} ?

De acordo com (9.41) o estimador @ é

SZ2 — (yl - 2262)'(y1 - Zzsz)
n—-N,

Temosn=8,N, =3 e

Entdo s; = 8/5 e a matriz das estimativas das variancias e dowds

assintoticas de3, e 3, é

44
135 135
4 58
135 135

9.15. Uma viséo global

Para o modelo basicp= Xp +u, com, entre outras pressuposicoes,

E(uy=0
E(uu) =102
E(X'u) =0,

obtemosb = (X'X)™X'y, que € um estimador linear, ndo-tendencioso, aténcia

minima e consistente.
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Entretanto, frequentemente uma ou mais dessas upo=sgdes nao sao
obedecidas. Consideremos 2 casos gerais:

(I) O vetor de erros tem matriz de variancias e covariancias
E(uu) =Vo?, comV # |

Entdo o melhor estimador ¢k é o de minimos quadrados generalizados, dado

por
B — (X!V —lx)-lxlv —ly '
com matriz de variancias e covariancias
(X'VX)to?
O estimador de minimos quadrados ordinarios égernesto, nao-tendencioso,

mas ineficiente. A expressdo usuad'X)™'s® dara estimativas incorretas, tendendo

freqientemente a subestimar as variancias e cocasaverdadeiras.
Heterocedasticia e autocorrelacdo nos residuoscados particulares desse
problema.

(I1) elementos d&X séo aleatorios e correlacionados com elementas de

O estimador de minimos quadrados ordinarios, este, € tendencioso.

E interessante distinguir dois subcasos:

(Il-a) Os valores d&X correspondentestaésima observacéo (gésima linha de

X) sao correlacionados com algum valor do €up,h#t , mps ndo com o erro da
mesma observacio, . )
Exemplo disso € um modelo com varidveis defasadas
Y, =a+ X, + WY, +uy,
onde osu, ndo sdo autocorrelacionados. Envg esta correlacionado com_, (h=1,
2, ...), mas néo esta correlacionado agrou u,,,, (h=1, 2, ...).

Pode-se demonstrar que, neste caso, 0 estimadamidienos quadrados
ordinarios é consistente, embora seja tendencioso.
(II-b) Os valores d& correspondentestéésima observacao séo correlacionados

comu,.
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Nessa situacéo o estimador de minimos quadradogdaos € inconsistente.

Isto ocorre, por exemplo, quando variaveis impaesmao sdo incluidas no

modelo, quando ha erros de observacdo nas variawdependentes e no caso de

sistemas de equacdes simultaneas.

Exercicios

9.1. Considere um modelo muito simples de determinagdexda nacional, constituido por

9.2.

apenas duas equacdes simultaneas:

Ct :a+lBYt+ut
Yo =C +Z,

As variaveis endégenas sdo a renda naciohale(a despesa com consumo (
C,). Os errosu, sdo variaveis aleatorias independentes com méstia &
variancia constante. O valor dos investimentg) @ uma variavel exdégena (nao
correlacionada com, ).

E dada uma amostra de 4 valoresjeY, eZ,:

Ct Yt Zt
14 15 1
12 15 3
20 25 5
38 45 7

Verifica-se queXC, = 84XY, =100 e> Z, =16

a) Obtenha as estimativas dee S por minimos quadrados ordinarios, ajustando
a regressao linear simples d& contraY,, como sugere a equacao (1),
isoladamente.

b) Considerando o sistema de equacbes simultaneagnhabtestimativas

consistentes de e . Como € denominado o método que vocé usou?

c) O que vocé pode dizer dos estimadores usadosmda)@

Na tabela ao lado estéo os valore¥ dér, e X em

oo X

uma amostra com 4 observacdes. Admite-se que 10 % 5
essas variaveis estao relacionadas de acordo com o 21 14 5
sistema 28 4 8
17 16 5
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9.3.

Y =a+ By, +y,
Yy =Y+ 0K +¢&

As variaveis endoégenas sap, Y,. Pressupde-se que os erigse &, tém média

zero e variancia constante, ndo apresentam audtmpio e ndo Ssao

correlacionados conX,. Admite-se, entretanto, que pode ter correlagdo com

£,

a) Analise a identificacdo de cada equacéo.

b) Quando a equacado for identifichvel, obtenha esitwast(apropriadas) dos
seus parametros.

c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipowseque o =0, contra a

hipotese alternativa de que> 0.

Seja o sistema de equacbes

Yt=a+l@<t+ut
xt =y+ézt+€t

onde u, e & sdo variaveis aleatorias com média zero e vaaaoonstante.

Admite-se queu, e & apresentam correlagdo assintotica negativa, isto €
(1 . . ~ o
plim (—Zutgtj<0. Admite-se, também que, e & nao séo assintoticamente
n

correlacionados comZ, e que o erro de uma observacéia (Qu &) é
independente dos erros das demais observagies€ .., ).
E dada a seguinte amostra de valore¥,deX, e Z, (extraida de KONG CHU,

Principles of Econometri¢g$nternational Textbook, 1968, p. 110):

Yt Xt Zt
10 5 2
19 8 4
16 6 3
22 7 5
33 10 8
45 12 11
48 13 12
61 15 15
70 20 14
76 24 16
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9.4.

Pode-se verificar que

Y, = 400 ¥ X, =120 >Z, =90

Y =40 X =12 Z=9

YY.> =21016 > X2 =1788 > z?2 =1060
> yZ =5016 Y x7 =348 > z2 =250

> XY, = 6085 > X,Z, =1352 ¥ ZY, = 4700
> XY, =1285 > xz =272 > zy, =1100

a) Mostre que o estimador de minimos quadrados oidab = Y xy/Y x?,
tende a subestimaf, isto €, mostre quplimb < 3.
b) Obtenha estimativas dos parametmws 3, y e 0 e dé as qualidades dos

estimadores utilizados.

Considere o seguinte sistema, constituido pelaagégs de demanda e de oferta de um

produto, em certo mercado:
Y, =a,+y.Y, + 5, X, +&, (demanda)
{Ylt =0, +Y,Yu + B, Xy + &, (oOferta)
As variaveis endogenag, e Y, sdo a quantidade transacionada e o preco do
produto, respectivamente, no peridd@s variaveis exégenaX, e X, sao a

rendaper capitae o pre¢o de um subproduto, respectivamente.

Admite-se queg, ou &, sdo erros aleatorios com média zero e variancia
constante, e que o erro de um periodpou &, ) € independente dos erros em

outros periodos.

E dada a seguinte amostra de valoXgs X,,, Y, €Y,
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9.5.

X
X
<
<

NN OO W Wk R
PP W W W Wk R
DN OUOWWhERN
OO wwweE we

a) E satisfeita a condicdo necessaria para que as dgaacdes sejam
identificaveis?

b) Obtenha estimativas consistentes dos parametrexjuiacao de demanda e
determine a matriz das estimativas das respecti@agdncias e covariancias
assintoticas.

c) ldem, para a equacéo de oferta.

d) Para a equacdo de demanda, faca os célculos seémarcercentrando as
variaveis e verifique que os resultados séo idéstic

Note que se todas as variaveis forem centradass e@sscicio se confunde com o

segundo exemplo dado no texto (segdd.

Considere o seguinte sistema de equagdes simudtanea

Ylt :a+@(t +u1t

Yy =y +0Yy, +Uy,
onde X, € uma variavel exégend, e, sdo variaveis endogenas e 0s eUps
e u,, sdo ruidos brancos, podendo haver correlacéo epteau,, .

Obtenha estimativas consistentesyde d com base na seguinte amostra:

xt Ylt Y2t
10 26 120
10 22 96
2 6 35
10 18 81
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9.6. Considere o seguinte modelo (extremamentelsgnpe determinagcédo da renda

nacional(Y, )e do consumdy,, ,)com duas equagdes:

Yy =a+ Y, +y, (1)

Ylt = Y2t + Zt (2)
Admite-se que o investimentY, @ uma variavel exdgena, ndo correlacionada
com o errou, .

S&o dados os valores de , Y, e Y, em uma amostra com 5 observagdes:

Zt Ylt Y2t
10 60 50
12 68 56
10 64 54
11 76 65
12 72 60

a) Estimef ajustando a equagédo (1) por minimos quadradosé&ids.

b) Quais séo, neste caso, as propriedades dessadzst?

c) Obtenha estimativas consistentegde dea.

d) Determine a estimativa do desvio padrédo do estimdef utilizado no item

anterior.

9.7. Na tabela ao lado estdo os valorexXd¥, , Y, em X Y, Y,
uma amostra com 5 observacbes. Admite-se que estas 4 16 87
variaveis estao relacionadas de acordo com o sstem 2 4 3

5 20 102
Y, =a+ Y, +u, 1 6 24
Y, =y+ oK g 3 > 39

As variaveis endogenas s#p e Y,. Pressupfe-se que 0s erm<s & tem média
zero e Vvariancia constante, ndo apresentam audtmgio e ndo Ssao
correlacionados conk, . Admite-se, entretanto, qu¢ pode ter correlagdo com
g, .

a) Analise a identificacdo de cada equacéo.

b) Quando a equacédo for identificavel, obtenharegivas consistentes dos seus

parametros.

c) Se possivel, obtenha uma estimativa do desdripala estimativa dg.
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9.8. Considere o seguinte sistema de equacOest&@imeas, no qualk, e Y, s&o

variaveis endogenasX, e X, sdo variaveis exogenas:

Y2t :a+IBYlt +u2t
Ylt = HO + Hlxlt + 02X2t + ult

E dada a seguinte amostra de valores das 4 vaiavei

xlt X2t Ylt Y2t

11 1 22 37
9 1 21 37
9 7 45 85
7 4 26 51
5 1 17 29
5 7 41 77
3 7 38 69

Sabe-se que a estimativa da segunda equa(;é?g g7+ X, +4X,

a) Analise a identificacdo da primeira equacao.

b) Obtenha estimativas consistentesrae3
c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a higpdte ques = 0.

9.9. Considere 0 seguinte sistema, constituidspjaacées de demanda e de oferta de
um produto, em certo mercado:

{Ylt =d, Yy, ta, Xy, T, (demanda)
Yi =B+ By + B Xy + B Xy +Ey (oferta)

As variaveis endogenag, e Y, sdo a quantidade transacionada e o prego do

produto, respectivamente, no periado

As variaveis exogenaX, , X, e X, S&o, respectivamente, a remds capita o
montante de subsidios recebidos pelos produtargseco da matéria-prima.
Admite-se quee, e &, sdo erros aleatorios com média zero e variancia
constante, e que os erros de um periodo, embalamonados entre si, S&o ndo-
correlacionados com os erros relativos a outro®ges.

E dada a seguinte amostra de valoXgs X,,, X, ,Yy, € Yy:
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xlt x2t x3t Ylt Y2t

5 130 30 18,5 7,5
6 110 20 20,0 8,0
7 120 26 19,5 7,5
7 120 26 18,5 8,5
8 110 30 19,5 12,5
9 130 24 24,0 10,0

a) A equacado de demanda é identificavel?

b) A equacao de oferta € identificavel?

c) Obtenha estimativas consistentes dos paramemo® a,da equagédo de
demanda e determine a matriz das estimativas daeatvas variancias e
covariancias assintoticas.

d) Idem, para os parametrgs, 5, e [, da equagéo de oferta.

e) Determine as estimativas da elasticidade-precoedaadda, da elasticidade-

renda da demanda e da elasticidade-preco da pkmdeos valores médios de

Yy, Y € X,
9.10. Considere o modelo
{yl =W, +V
Y, +Xp+u
onde
Y1 Y2 Vi U,
vz 2| y,=| 2] vl 2] us|

Yin Yon Vi u,
X Xy X B,
Xon Xy Xin By

Admite-se que:

a) E(v,)=E()=E(VY,.,)=E(uu,,) =0 parah# 0.

b) E(v?) = plim (%thzj =0’
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9.1.

¢) E(u?)=plim (%Zufj -
. 1
d) E(uv,)=plim (EZ WV, ] =
e) plim (EX'UJ = plim (lx\/j =0
n n

f) plim [%x’x} =Q

Seja c=(yyy,)/(y,y,) o estimador de minimos quadrados ordinérios yde

Mostre que
1|3'X'v+1u’v
R n n
C Y 1 o 2 o 1 ,
—B'X'Xp+—p'X'u+—u'u
n n n
e que
2
imc=y+———
T Qg+ o

Note que o estimador de minimos quadrados ordimériconsistente se?, =0;
neste caso, o modelo dado constituiria um sist@marsivo (Ver Johnston, 1972,
p. 377-380 ou Wonnacott e Wonnacott, 1876, p. 180-1

Verifigue que o estimador de minimos quadrados eis eéstagio de €

5= Y2 e = X(X'X) 2
y,Ny,

q (oo ) [
B(lxxjﬁﬂﬁ( j ( u'x( j ( X'“)

e queplimy =y, sep'Q'p#0.

Respostas
a)b=5/6= 0833 e a=1/6= 0167

b) =08 e 4=1
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9.2.

9.3.

9.4.

9.5.
9.6.

9.7.

9.8.

c) Sao estimadores inconsistentes, bdendendo a superestimar.

a) A f equacio é exatamente identificavel. A segundacéguaéo tem variavel
enddgena no segundo membro e, consequentemedantdicavel e pode ser

estimada por minimos quadrados ordinarios.
b) Y, =33-Y, eY,=4+3X
c) t=6,364, significativo (a regido de rejeicao 2 2920).
b) & =-8529 e ,5’ = 4044 s&o estimativas consistentes.

y=2208 e & = 1088 sdo estimativas consistentes, ndo-tendenciosas e d

variancia minima.

a) Sim.
b) 67123,5; plz_lS; 31:1
s’ =16

Matriz das estimativas das variancias e covar@nassintéticas de,, j, eﬁ’l:
164 - 080 024
- 080 080 -040
024 - 040 024
c) @, =-05; ,=05; 3, =1
s =16
Matriz das estimativas das variancias e covarénassintéticas dg,, j, e,

356 -064 072
- 064 016 008
- 072 008 024

c=11 ed=4
ab=0,9 b) Estimador inconsistente, tendendo a ssperarg.
c) 3=075ed=6 s) s(f) = 01768

a) A primeira equacao é exatamente identifcaXx segunda equacdo é obviamente
identificavel, pois ndo ha variavel endégena naisdg membro.
b) j=-1,0=4,4=-15e 3=6

¢) s(B)= 0433

a) Ocorre superidentificacdo faefjuacdo. A Pequacéo é obviamente identificavel, pois
ndo ha variavel endégena rfor@embro.
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9.9.

b)d=-5eB=2
c)t = 24,495, significativot, = 4032)
a) Ha superidentificacdo gg #0 e 5, # 0.
b) E exatamente identificavel gg % 0.
¢) Equacéo de demanda estimada
Y, =15-Y, +2X,
s’ =4
Matriz das estimativas das variancias e covam@nessintoticas d&, e a,:
1 { 160 —152}
259| -152 248
d) Equacéo de oferta estimada:
Y, =Y, + 02X, - 05X,
ss=1

Matriz das estimativas das variancias e covarigrasaintéticas d@,, 5, e [5; :

6800 660 -1500
1 660 243  -245

7
6760 -1500 -245 1325

e) -0,45, 0,7 e 0,45
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10. SERIES TEMPORAIS

10.1. Processos estocasticos

Uma série temporale um conjunto de valores de uma variavel ordenados
tempo. Exemplos: a série de temperaturas maximasasliiem determinado posto
meteoroldgico, a série dos precos médios mensaisilde em determinado mercado e
a série de valores anuais do PIB brasileiro.

Para uma conceituacdo mais formal, € necessarigidesar 0 processo
estocasticosubjacente. Dado um conjunig um processo estocastico é uma familia

Y ={Y(t),t T}, tal que, para cadblJT, Y(t) é uma variavel aleatoria. O conjurito

€, normalmente, o conjunto dos numeros inteirost{Q,+ 2, ...} ou o0 conjunto dos
numeros reais. A figura abaixo ilustra esta inefgordo de um processo estocastico

(Moretin e Toloi, p. 17):

bil Y?T

Figura 10.1. Um processo estocastico.

Alternativamente, um processo estocastico podeirgerpretado como uma

familia de trajetorias ou realizagbes do processmo ilustra a figura a seguir:
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Y(t)

X

L ty t

Figura 10.2. Conjunto de trajetorias

Imaginando um conjunto infinito de trajetorias, uUworte” no instantet
permitiria obter a distribuicdo dét) naquele instante.
Uma série temporal € uma trajetoria ou realizagdaird processo estocastico.

Aqui serdo analisadas apenas séries temporaisloesd, equiespagados no tempo

(séries completas de dados anuais ou mensaisx@oipéo).
Um exemplo de processo estocastico € um conjufitotinde séries formadas
pelos resultados de 100 langamentos consecutivosiaado.

Note-se que o critério de ordenacdo d6s), na definicho de um processo

estocastico, ndo precisa ser o tempo. Mas é ceemg grande maioria das aplicacbes
representa o tempo.

Um processo estocastico € caracterizado pelathdisbes conjuntas d¥(t,),
Y(t,), ..., Y(t, )para qualquer conjunto finito de valorestdg,,t,,...,t,) pertencentes a
T. Na pratica, a analise usualmente fica limitatt&stipos de parametros:

a) as mediasu(t) = E[Y(1)]

b) as varianciazr? =V[Y(t)] = E[Y(t) - u(1)]?

c) as covarianciasp(t,,t,) =cov[Y(t,),Y(t,)]

Note quea? = y(t,t)

Um processo estocastico @éstritamente estacionaricse as distribuicdes

conjuntas der(t,), Y(t,), ..., Y(t, ) ndo séo afetadas por translagdes no tempo, isto €,
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se a distribuicdo conjunta d4t,), Y(t,), ..., Y(t,) € idéntica a distribuicdo conjunta
deY(t, +k), Y(t, +Kk), ..., Y(t, + k).

No caso de um processo estacionario, a escolhaigknono eixot ndo afeta

nenhuma caracteristica do processo.
Na préatica € impossivel conhecer todas as distd@esi conjuntas dé&/(t,),
Y(t,), ..., Y(t,) e ficamos restritos ao conceito de procedsaoamente estacionario

(ou estacionario de segunda ordem), que € aquelelipdece as seguintes condi¢des:

a) a média dey (t) é constante, isto g(t) = 4 para todd.
b) a varincia deY(t) € constante, isto &[Y(t)] = o? para todd.
c) y(t,,t,)é uma funcéo det, —t,, isto &, a covariancia entre dod(t)
depende apenas dafasagenentre eles.
Essa ultima condicdo permite que, no caso de umepso estacionario, a
covariancia entré/'(t) e Y(t + k) seja indicada poy, . Consequentemente, a variancia

de Y(t) pode ser indicada pgx, .

10.2. Ruido branco

Por simplicidade, a partir desse ponto passamepragentar os valores da série

temporal porY,, em lugar der(t).
Denomina-seuido brancouma série temporala, )com média igual a zero,

variancia constante e sem covariancia entre valoefrentes a dois momentos

distintos, isto €,
E(a)=0
E(al)=0o;

Y, =cov(a,a,,) =0 parakz#0

Sejam X, os valores obtidos em langamentos consecutivosndelado nao-

chumbado. Entéo a série de valoresfde X, -  é3Bn exemplo de ruido branco.
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10.3. Modelos de regressao

Um possivel modelo para uma série temporgl 2¢(t) +a,, t=1...,n, onde
a, € um ruido branco n&o correlacionado cg(t), que é uma determinada func¢édo do
tempo (a parcela sistematica ou deterministic¥ jle
Um exemplo bastante simples € o modelo de umassipdinear simples
Y =a+pa
SeY, € uma série de dados mensais e incluirmos vasidrearias para captar

uma possivel variacdo estacional, o modelo fica
12
Y, :a+,8[+zyhzh ta,,
h=2

com Z, = 1noh-ésimo més do ano2, = 1fbs demais meses do ano.

10.4. Modelos de decomposicao

O modelo classico de decomposicdo de uma série otainaseia-se na
pressuposicao de que ela pode ser separada enapafgpicamente sdo considerados
3 componentes: a tendéndi, , a)variacdo ciclica sazondh () e a parte aleatoriaa(

). Entéo

Y, =D +S +4a
Se os componentes forem multiplicativos o modela fi
Y. =D 93,

Neste caso usam-se 0s logaritmos para obter umlonadiéivo.

Uma exposicdo da técnica usada para separar 0 cemtpoestacional pode ser
encontrada no capitulo 20 do livro “Estatisticaapgaconomistas” (Hoffmann, 2006).

10.5. Modelos ARMA

Em comparacdo com os modelos de regressédo e aaé@midecomposicao das
séries temporais, os modelos ARMA, descritos nest@#io e nas seguintes, tiveram

desenvolvimento relativamente recente. O trabaliomegro foi o livio de Box e

355



Jenkins, intitulado “Time Series Analysis: Foredagiand Control”, cuja 2edicéo foi
publicada em 1970. H4A um& &dicdo, com Reinsel como novo co-autor, publicada
1994.

O modelo de um processo auto-regressivo de pringglam, indicado por
AR(), é

Y, =a+gx, +a, (10.1)
em quea, é um ruido branco @ e ¢ séo parametros.
O modelo de umAR(p) (processo auto-regressivo de ordan

Yi=a+@aY,+@Y ,t..+toY_, +a

ou
Y@~ @Y, Gy S ata
Usando o operador de defasagBntal que B(Y,) =Y,,, o modelo pode ser
escrito
(1-@gB-@B*-..-@BP)Y, =a+a (10.2)
ou, sinteticamente,
#B)Y, =a +a,

Por definicdo, o modelo de um processo de médiagisde primeira ordem,
indicado porMA (1) (devido a expresséo em inglés “moving average”), é
Y, =a+a -6, (10.3)
O modelo de unMA (q) (processo de médias moveis de ordgirinca
Y, =a+a -6a_-0,a,-.-0a_
ou
Y, =a+(@1-6,B-6,B*-..-6,B%)a, (10.4)
ou

Y, =a+6(B)a,

O nome “médias moveis” esta consagrado, emboraejaaestritamente correto,

uma vez que nao se trata de uma média mévebd@sois os coeficientes 16, -6,

, ..., —6, ndo precisam ser positivos nem ter soma igual a 1)
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Combinando (10.2) e (10.4) obtemos o0 modelo deARMA (p, Q) :

l-@¢B-..-¢B")Y, =a+(1-6B-..-6,B%)a (10.5)

10.6. Analise do AR(1)

De acordo com (10.1) temos que
Y =a+ @, +tag,
Substituindo essa expressao em (10.1), obtemos
Y, =a+@ -+, +ta t@
Mas Y,_, pode ser substituido par+ ¢¥,_, +a,_,, obtendo-se
Y =a+@+ga+gN +a +e@, rga,
ApOs sucessivas substituicdes desse tipo, obtemos
Y, =a+ap+ag’ +..+ap" +¢™Y,_  +a +@@_ +@la_,+..+¢"a_.  (10.6)
comm arbitrariamente grande.

Se |@ <1, podemos desprezar o termo éfn, , e obtemos (no limite, para

m—>00)

a
Y, gt @B g, (10.7)

Como a, é um ruido branco, obtemos

E(Y,) = (10.8)
1-¢
e
V(Y,)=A+¢* +¢' +..)02
ou
VY)=—1 o2 (10.9)
t 1_¢2 a *

Pode-se verificar que
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corY, Y, )= o2 =y (10.10)

As expressdes (10.8), (10.9) e (10.10) mostramugueAR (1) com |¢f<1 tem
média constante, variancia finita e constante eagqumvariancia entr¥ e Y, , depende
da defasagenk mas ndo depende de Conclui-se que umAR () com |(4 <1 é

(fracamente) estacionario.

As expressodes (10.1) ou (10.6) mostram queAR(@) com ¢ >1 é “explosivo”.
Tanto os valores absolutos d¢ como sua variancia crescem ilimitadamente. O

processo nao € estacionario.

10.7. O passeio aleatdrio com deslocamento

No caso particular em que=1 o modeloAR(1) fica
Y, =Y, +ta+a (10.11)

Esse processo é denominaplasseio aleatorio com deslocamentm cada

periodo o valor da variavel é acrescidaade de um elemento aleator.

O passeio aleatori@ o caso particular em que=0:
Y, =Y, +a (10.12)

Para um passeio aleatério com deslocamento, partiadum valor inicialY, e
aplicando sucessivamente a relagcéo (10.11), obtemos
Y=Y, rata,
Y,=Y,+2a +a, +a,

e, generalizando,

t
Y, =Y, tat+ 2 a; (10.13)

=1

O mesmo resultado pode ser obtido de (10.6) fazerndbe m=t —1.
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A expressédo (10.13) mostra que(Y,) cresce linearmente come que a
variancia da parcela aleatoria também cresce seocopné¢, mostrando que urAR (1)
com ¢ =1 ndo é estacionario.

Se substituirmos por 5, 0 modelo do passeio aleatério com deslocametdo fi

Y, =Y, +f+a (10.14)

t
Se, além disso, definirmag = X a;, a expressao (10.13) fica
j=1

Y =Y, + A+, (10.15)
Esse modelo é enganadoramente semelhante ao modelo
Y, =a+R+a (10.16)
apresentado na sec¢do 3. A diferenca estd na nagtriariancias e covariancias dos
erros. Para o modelo (10.16) essa matrizo@, ao passo que no caso do modelo

(10.15), admitindo que os valores observados séfgi,...,Y,, essa matriz &Vo?

com
1 1 1 1 1]
1 2 2 2 2
1 2 3 3 3
W = (10.17)
1 2 3 4 4
1 2 3 4 n|

Observa-se que no modelo (10.15) ha heterocedasticiovariancia entre os
erros. Se formos estimar o parameffoem (10.15) por meio de uma analise de
regressao, é necessario utilizar minimos quadrgelosralizados. Mas ha uma maneira

muito mais facil de estimgf. De (10.14) segue-se que
AY, =Y, ~Y, = B+a, (10.18)

Dada a série de valores dey,, podemos calculaz, =AY, e a estimativa dg é,

simplesmente,

b:Z:ni_ltgzzt (10.19)
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Pode-se verificar que

t=2 t=2
Entao
Y. -Y.
p=-— 1 (10.20)
n-1

Essa equacgédo mostra que a estimativ@ depende apenas dos valores inicial e
final deY,. Isso ocorre porque todas as variagdesydem periodos intermediarios
foram sendo acumuladas, sem nenhuma perda, ecesitédas no valor finay,.

Se a série de valores o for analisada fazendo uma regressaordeontrat
usando as formulas de minimos quadrados ordin&#w4, obtida uma estimativa néo-
tendenciosa mas ineficiente BeO problema principal é que serdo utilizadas féasu
erradas para estimar as variancias, fazendo conogjuestes de hipétese ndo sejam
validos. Ao testaH, : £ =0, ha uma grande probabilidade de obter um valdradeF
significativo mesmo que a hipétese seja verdadeira

O modelo (10.15), obtido de (10.14), € um procestacionario nas diferencas
(“difference stationary process” — DSP), pois dgrdngasZ, =AY, constituem uma
série estacionaria, como mostra (10.18).

O modelo (10.16) gera um processo estacionario islege eliminada a

tendéncia (deterministica) + & (€ um “trend stationary process” — TSP).

Um exemplo numérico simples permite ressaltar dgraficas entre o0s
procedimentos estatisticos apropriados no casongakelos (10.15) e (10.16). Vamos

considerar uma série com apenas 4 valores congesuleY,, dados na tabela a seguir:

TABELA 10.1. Série de 4 valores dg.

t=X Y,
1 10
2 11
3 17
4 19

Admitindo que (10.16) seja o modelo que gerou awsiaa estimativa déé
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b==""=-2-33 (10.21)

O quadrado médio do residuo é

Q2 = 5875- 5445

. = 215 (10.22)

Para testar a hipotes¢, : 5= c@lculamos

33
[215
5

Ao nivel de significancia de 5%, o valor critico dé 4,303. O resultado é

t

= 5032 (10.23)

significativo. A esse nivel de significancia, reggeseH,: 5= Q
Vamos admitir, agora, que a série de 4 valores/déoi gerada pelo modelo

(10.14). Um procedimento apropriado para obtettimativa def é calcular os valores

de Z, =AY, (que séo 1, 6 e 2) e, de acordo com (10.19), sbemédia:
5 _9
b=Z=§:3 (10.24)

Pode-se verificar que 0 mesmo resultado € obtidleartdo a expressao (10.20).

A estimativa deo? é dada por

sc==—— =2 =7 (1025)
Lembrando a formula para variancia de uma médi@nods

- 7

V(b) 25 (10.26)

Para testarH,: 8= [0Ocalculamos

t= i? = 1964 (10.27)
(s
O resultado n&o € significativo. N&o se rejétga: 5= . 0O

E interessante verificar que o mesmo resultaddidwhjustando uma regresséo

linear simples deY, contrat, mas tomando o cuidado de utilizar as formulas de
minimos quadrados generalizados, respeitando atwstrda matriz de variancias e

covariancias dos errag do modelo (10.15) [Ver (10.17)]. Temos
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N NN -
W w N
A W NP

11 4 -1
X'W X = xwix)t =1
1 4 3-1 1

10 7
X'Wly = b=(X'W™X)IX'Wly =
y {19} ( ) y M

s=_1_ S Wy -bXW ) :% (41-127)=7
n_

A estimativa deg é igual a 3, reproduzindo o resultado obtido eh24), e a
estimativa da respectiva variancia é 7/3, repradiezio resultado obtido em (10.26). E
Obvio que para testafi,: = $eria obtido o0 mesmo valor ja calculado em (10.27)

E claro que a estimagdo g8 por minimos quadrados generalizados é uma

complicagéo desnecessaria. O méetodo anterior, d@aseas diferencaglY,, € muito

mais simples. A finalidade da exposicdo foi deixdaro que quando se estima o
parametro 8 no modelo (10.15) fazendo uma regressao por miioadrados
ordinarios o erro consiste em utilizar um proceditoeinapropriado a estrutura dos

erros u,, ndo havendo nenhuma incompatibilidade entre bisande séries temporais e

0 método de minimos quadrados ou outros procedoséolkassicos” da econometria.

10.8. Transformando modelos AR em modelos MA e vice  -versa
O modelo de um processo auto-regressivo de pantettem pode ser escrito

como

L-¢gB)Y, =a+a, (10.28)
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Se esse processo for estacionario, isto MSGL de acordo com a expressao

(10.7) ele pode ser escrito como

t=ﬁ+a1+¢a1-1+¢2a1_2+.-. (10.29)

Pode-se verificar que isso € o modelo de um MA diera infinita, com

coeficientes que sdo todos poténciagde

A passagem de (10.28) para (10.29) foi feita amtexente por meio de
sucessivas substituicbes e manipulacdes algébBtapode ser feita mais rapidamente

considerando que podemos dividir os dois membrqd@e8) porl-¢B e que

$:1+@+¢252+¢353+... (10.30)

Note-se que essa expressdo é analoga a formulande Ha soma de uma

progressao geomeétrica com razao menor do que 1:

%:a+aq+aq2+aq3+... (10.31)
-q

Cabe ressaltar que a relacao (10r#g permite concluir que a relagdo (10.30) é

correta, poisB é um operador e ndo uma grandeza algébrica. Pode-se verificar,
entretanto, que, a relacao (10.30) é valida seqlprM <1.
Sabemos que um MA(1) pode ser escrito como
Y, =a+(1-6B)a, (10.32)

Se|6| <1, podemos dividir todos os termos gor 8B, obtendo
(L+8B+86%B2 +..)Y, :ﬁ+at (10.33)

Esse resultado mostra que um MA(1) é um AR de ordefmita cujos

coeficientes sdo todos poténciaséie

Um MA(1) com |H| <1 é denominadanvertivel Ha4 uma clara simetria formal

entre a condi¢cdo para estacionariedade de um AR&lyondicdo de invertibilidade de
um MA(1).
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10.9. Raiz unitaria e modelos ARIMA

Consideremos, novamente, 0 modelo de um AR(1):
L-gB)Y, =a+a,

Vamos considerar a expressao que multipfcecomo um polindmio enB e

definir aequacéo caracteristica
1-¢B=0
A raiz dessa equacéo é

=1

Sabemos que o AR(1) é estacionario apenas qqzﬁwrdﬂ). Em outras palavras,

um AR(1) é estacionério se, e somente se, a raiegfeectiva equacao caracteristica é,
em maodulo, maior do que 1.

Para um AR(2) a equacao caracteristica é
1-gB-@B*=0

Neste caso as raizes podem ser numeros compleposleese provar que a
condicdo de estacionariedade € que as duas raitegane fora do circulo unitario (na
representacdo geométrica dos numeros complexas/i em queh e v sao,
respectivamente, a abscissa e a ordenada do pontonesistema de eixos cartesianos

ortogonais).

Genericamente, a condicdo de estacionariedade déARImp) € que todas as

raizes da equacdo caracterisig8) = 0 estejam fora do circulo unitario.

Analogamente, um MAY) é invertivel se, e somente se, todas as raizes da

equacao caracteristigf B) =0 estiverem fora do circulo unitério.

Um caso especial de grande interesse é a existdreciama raiz unitaria. O
AR(1) com raiz unitéria € o passeio aleatério cogslatamento analisado na secao
anterior. Vimos que esse modelo exige procedimerdgsgatisticos especificos,

passando-se a utilizar as diferengg$ =Y, —Y,,. Sempre que uma séri¥ for ndo-
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estacionaria mas as diferengas=AY, formarem uma série estacionaria, dizemos que
a sérieY, é integrada de primeira ordem ou I(1). Se a série AY, também for n&o-
estaciondria e a sérisz, = A%Y, for estacionaria, dizemos que a séfieé integrada de

segunda ordem ou I(2), e assim por diante. Uma sétacionaria € 1(0).

Se apodgl diferencas obtemos uma série que é um ARM4Y, a série original é
um ARIMA (p, d, q).

O modelo de um ARIMA (1, 1, 1), por exemplo, é

(- B)AY, =a + (1- B)a,
ou
(1-¢B)1-B)Y, =a + (1- B)a, (10.34)

10.10. Funcéo de autocorrelacéo

Dada uma série tempor#l, sua autocorrelacdo com defasadweén

p, =SVl Vi) (10.35)

© NVEOVYL)

Para uma série estacionaria a covariancia efiteY,_, ndo depende dee sera

indicada por y,, e a variancia, que é constante, sera indicada jgorEntdo a

autocorrelacdo com defasagkiiica

p, =k (10.36)
Yo

A fungéo de autocorrelacdo da série mostra canearia com a defasagekn

Para um processo AR(1) estacionario, substituid@®j e (10.10) em (10.36),

obtemos
P =9 (10.37)

mostrando que neste caso o valor absoluto da avttegfio cai exponencialmente com

a defasagem .

Para um processo MA(1)
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Y. =a+a —6a,
verifica-se quey, = (L+8%)o?, y, =-60? e y, = Oparak> 1. Entéo

-6
1+ 67

o= e p, = 0parak>1 (10.38)

Generalizando, pode-se demonstrar que para ungMgenas ag primeiras

autocorrelacdes séo diferentes de zero.

Na analise de uma série temporal observada, € oaleallar as estimativas das

autocorrelagdes. Indicando a estimativa jgepor ¢, e a estimativa deo, por r,,

temos
o= (10.39)
CO
com
10 = _
6 == 3 (Y ~V)(Ye, -Y) (10.40)

ondeY ¢ a média dos valores & na amostra.

As autocorrelagbes estimadas podem ser utilizadess identificar o processo
que deu origem a série observada. Se, por exempémasr, for claramente diferente

de zero, o processo deve ser um MA(1).

Se os valores de, diminuem muito lentamente coky isso indica que deve

haver uma raiz unitaria. Entretanto, quanto maigtaca seérie disponivel, mais

rapidamente diminuem os valores Kje mesmo que a série tenha uma raiz unitaria. Na
pratica, pode ser impossivel distinguir um passaieatorio de um AR(1) cujo

parametrog € menor, mas proximo de 1.
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10.11. Os testes de Dickey-Fuller
O AR(1) definido por (10.1) pode ser escrito como

AV, =a+(@-1)Y,, +a
Fazendog -1= 0, obtemos
AY, =a+&N,_ +a, (10.41)
Entdo a hipotese de que=1 corresponde a hipotese de qde0, e ¢<1
corresponde @ <0. O teste de Dickey-Fuller consiste em fazer urgeesséo dedy,
contraY,, e calcular, da maneira usual, o valortdeferente a hipotesel,:0= .0
Mas, dadas as caracteristicas especiais da vaiNaeplandog¢ =1, os valores criticos

para esse teste ndo sao os da distribuicdadestudent. Para distinguir esse testé do
usual, € comum indica-lo com a letra grega
Ha trés versdes do teste de Dickey-Fuller:
a) Tester, quando se considera que a relacao edtfee Y,_, nao tem termo
constante:
AY, =&Y, +a, (10.42)

b) Tester,, quando se considera a relagao (10.41).

c) Tester,, quando € incluida uma tendéncia linear no tempo:

A, =a+ R+, +a (10.43)

Os valores criticos (com sinal negativo, para lemlmue se trata de teste
unilateral a esquerda) sdo apresentados na tah@la 1

TABELA 10.2. Valores criticos do teste de Dickey-Fuller

Modelo Nivel de significancia
10% 5% 1%
AY, =Y, +a -1,62 -1,94 -2,56
AY, =a+d_ +a -2,57 -2,86 -3,43
AY, =a+ R +0Y,_, +a -3,13 -3,41 -3,96

Fonte: Davidson e Mackinnon (1993).
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Vamos admitir que o modelo subjacente seja um AR(2)

A-@gB-@B?Y, =a+a, (10.44)
ou
Y =a+@Y, + oY, +a, (10.45)
Se existir uma raiz unitaria terembs ¢, —¢, =0.
A equacéo (10.45) pode ser escrita como
A, =a+(@+@ -, + @Y, +a
ou

O, =a+ &N, + @AY, +a, (10.46)

Quando a equagédo ajustada inclui termos com valbeéssados dedY, no

segundo membro, o teste da hipétese de gl é denominado teste de Dickey-
Fuller aumentado (Augmented Dickey-Fuller test,A®F). Os valores criticos sao 0s

mesmos ja apresentados na tabela 10.2).

10.12. Modelo de correcéo de erro e co-integracao

Vamos considerar que temos duas variaveis econgmigee Y,, , estreitamente

associadas entre si, sendo que ambas sao I(1§, isém integradas de primeira ordem.
E interessante imaginar qie e Y,, sejam os logaritmos dos pregos de dois produtos
substitutos préximos no consumo, como o preco,amej®, da lata de 6leo de milho e
da lata de 6leo de arroz. Outra alternativa é insmgijue se trata dos logaritmos dos
precos de um mesmo produto em dois mercados préxicomo, por exemplo, 0 preco
do feijdo em Curitiba e em S&o Paulo. Nestes casolora tantdy, comoY,, sejam
séries ndo-estacionarias, a diferenca entre etaslipstada pela relacdo econdémica
entre ambas. Se uma delas subir ela “puxa” a oAtramagem fisica seria de um

elastico ou uma mola ligando as duas variaveis.
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Generalizando um pouco, vamos considerar duasve#if{1) relacionadas pela
equagao
Y, =a+pY, +¢& (10.47)
Se o erro
E =Y, —aY, (10.48)
for elevado, indicando que o valor dg, esta relativamente elevadyd, tende a
diminuir e Y, tende a aumentar. Considerando que esses efeitosasifestam no

proximo periodo, temos
AY, = @, (Y2,t-1 —-a- IBY],t-l) + Uy (10.49)

Ay =@ Yoy —a = B ) +Uy (10.50)

comg, <0eg¢ >0.
As equacdes (10.47), (10.49) e (10.50) constituem exemplo simples de
modelo de correcao de eremvolvendo duas variaveis.

Como admitimos queY,, e Y, sdo variaveis 1(1)A4Y, e A4Y, sao variaveis
estacionarias. Se admitirmos, ainda, gyee u,, sdo ruidos brancos, podemos afirmar
que @&, em (10.49) ege, em (10.50) sdo estacionarios, pois uma combintgéar
de variaveis estacionarias € sempre estacionamalntente, se¢, #0 ou ¢, Z0
podemos concluir que, é estacionario, ou seja, € uma variavel 1(0).

Verifica-se, portanto, que o modelo de correcaoedes descrito implica a
existéncia de uma combinacao linear entre varid¢iga equacéo (10.48)] que € 1(0).
Dizemos, entdo, qu¥, e Y, sdo variaveiso-integradase que (10.48) [ou (10.47)] é a
relacédo de co-integragéo.

Cabe ressaltar que a inclusdo ou nao do termoardast ndo afeta em nada a
andlise da estacionariedade das séries.

Podemos admitir que os valores 4¥, e 4Y, também sejam afetados pelos
valores prévios dessas diferencas. Entdo as equad@e49) e (10.50) seriam
substituidas por

A, =@, (Y, —a— B ,) +0,AY,  +6,,4Y, , +u, (10.51)
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a4y, = ¢1(Y2,t-1 -a- :BYl,t-l) + ‘911AY11-1 + ngAYz,t—l Uy (10.52)

Como as diferencas defasadas também sdo estaagnétia inclusdo nas
equagdes nédo altera a concluséo anterior sobta@asriedade de, .

O exemplo analisado ilustra um caso particular aléentegracdo. O conceito
mais geral e sua relacdo com os modelos de corrdederro foi rigorosamente
apresentado em artigo classico de Engle e Grad§8i7). Consideremos um processo
envolvenddk variaveis {f,,,Y,....,Y,) € sejay, o vetor-coluna com os valores dessas
variaveis no tempd. Essask variaveis sao integradas de ordémc se todas ak

variaveis sdo H) e existe um vetor-colung, comp # 0, tal quey;p é Id —c), comc
> 0. Em outras palavras, a ordem de integraca®muiioacao lineay;p é menor do
que a ordem de integracad) fas variaveis eny,. O vetorp é denominadweetor de

co-integracdo No caso do modelo de correcdo de erro analisatwi@mente temos
d=1ec=1.

Quando duas variaveis sao co-integradas, a reldedm-integracdo pode ser
estimada pelo método de minimos quadrados ords&Piara testar se as variaveis sao
co-integradas devemos, inicialmente, verificar aulem de integracdo. Vamos admitir

que testes de Dickey-Fuller tenham mostrado quagveisY, e Y, sao I(1). Entéo
elas sdo co-integradas se existe uma relagdo detegwacdo cujo erro(s, )é
estacionario. Como nao dispomos dos valores desseoceteste € feito com base nos
residuos da regressédo dg contra,, que passamos a indicar pér. Da mesma
maneira que no teste de Dickey-Fuller, fazemos a regressdo4e contraé, , e

calculamos, da maneira usual, o valortdeferente a hipétese de que o parametro de
&, éigual a zero. O resultado deve ser comparadoosovalores criticos apresentados
na tabela 10.3. Note-se que esses valores cri@msliferentes daqueles que estdo nas

duas ultimas linhas da tabela 10.2, pois neste &aswiavel utilizada para fazer o teste

ja € o residuo de uma regressao.
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TABELA 10.3. Valores criticos para o teste da estaciedade do erro de uma equacéo

de co-integracéo de duas variaveis, incluindo tezorstante.

Nivel de significancia

Equacéo incluindo 10% 5% 1%
Constante -3,04 -3,34 -3,90
Constante e tendéncia -3,50 -3,78 —4,32

Fonte: Davidson e Mackinnon (1993).

O fato de a variavel utilizada na equacao estinpada obter o valor do teste ser
o residuo da possivel equacéo de co-integracaoofazque, para a realizacao do teste,
seja indiferente (assintoticamente) que o termostemte tenha sido incluido na

primeira ou na segunda equacao, o0 mesmo valendapacluséo de uma tendéncia.

Para exemplificar, vamos considerar os valoresicitd de Y, e Y,

apresentados na tabela 10.4.

TABELA 10.4. Séries de 24 valores consecutivoy,de Y, .

t Ylt Y2t t Ylt Y2t

1 0,77 0,62 13 0,86 0,87
2 0,79 0,71 14 0,98 0,77
3 0,81 0,68 15 1,02 0,81
4 0,84 0,61 16 1,11 0,84
5 0,89 0,71 17 1,07 0,91
6 0,95 0,73 18 1,13 0,87
7 0,98 0,72 19 1,22 1,01
8 0,95 0,92 20 1,30 1,09
9 1,04 0,78 21 1,34 1,21
10 0,96 0,80 22 1,45 1,10
11 0,99 0,64 23 1,47 1,14
12 0,87 0,83 24 1,40 1,16

Para a seriér, os testeg, 7, e 7, de Dickey-Fuller sdo 2,00, 0,32 e 1,64,

respectivamente. Trata-se de resultados clarannétsignificativos (ver tabela 10.2),

néo se podendo rejeitar a hipotese de que a ¥, dtem raiz unitaria. Repetindo os

testes para a série da¥, obtemosr =-388, 7, =-452 e 1, = - 442, significativos
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ao nivel de 1%, rejeitando-se a hipotese de ratanmna série das diferencas. Conclui-

se queY,, € uma série I(1).

Para a serieY, obtemosr=091, r,=-110 e 7, =- 311 todos nao-
significativos a 10%. Ja para a serie ddg, obtemosrz=-662, 7, =-696 e

r, =—690, todos significativos a 1%. Concluimos que aeséji tambéem € I(1).

Admitindo que haja co-integracdo entre as duasawveis, estimamos, pelo
meétodo de minimos quadrados ordinarios, a segagquacao (testdsentre parénteses,

abaixo do coeficiente):

A

Y,, =0,06289- 0,75508Y,

(0,73) (9,36)

Para a série de 24 desvias)(dessa regressédo obtermwos —566, significativo

ao nivel de 1% (ver tabela 10.3), o que permitecloin que esses desvios sao

estacionarios. Tendo em vista que ja haviamosicelid que as sérieg, e Y, Sao

I(1), concluimos qué, eY,, sdo co-integradas.

Considerando a versdo mais simples do modelo degéar de erro descrito no
inicio dessa secao (mas incluindo um termo corestaats equacdes), estimamos as
seguintes equacodes:

AY, = 0028+ 0486,

(2,76) (378)

AY,, = 0022- 0822¢,
(1,46) (-433)

Cabe ressaltar que a natureza artificial dos dddsse exemplo fez com que os
diversos testes conduzissem claramente a constdedon modelo de correcdo de
erros. Na prética, os resultados geralmente nadaséevidentes e a construcao de um
modelo apropriado vai depender bastante do disnenio do pesquisador, combinando
0 conhecimento de técnicas estatisticas, de temrmdomica e das qualidades e

limitacbes dos dados utilizados.
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Exercicios

10.1.Admite-se que a variavéf € um passeio aleatorio com deslocamento:
Y =Y, +B+e,
sendof uma constante € um ruido branco. E fornecida uma série de 9 valore
consecutivos d#,: 6, 5, 10, 18, 22, 22, 31, 36 e 46.

a) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotesques = 0.
b) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotesques = 3.

10.2. E dada uma série de 5 valores consecutivds:dg, 20, 32, 38 e 41.
Admite-se que esses valores foram gerados pelelmod
Y =YatB+e,
sendog, um ruido branco com variancia’ .
a) Estimeg.
b) Estimeo?.
c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipowseque S =0, contra a
hipbtese alternativa de qu&>0.
10.3. Admite-se que a variavél € um passeio aleatorio com deslocamento:
Y =Y+ B+, (1)
ondef é uma constante& é um ruido branco.
O modelo (1) permite deduzir qife varia no tempo de acordo com a equagao
Y o=a+pry,
Se g® é a variancia des, e u é o vetor-coluna dos valores dg, tem-se
E(uu)=Vo>.
E dada uma série de 9 valores consecutivog dparat = 1, 2, ..., 9): 12, 12, 18,

27,32, 33, 43, 49 e 60.

a) Quais os valores dos elementgs e v,, da matrizv?

b) Determine a estimativa linear ndo-tendenciosa dénaa minima de.
c) Teste, ao nivel de significancia de 1% a hipoteseu = 0.

d) Teste, ao nivel de significancia de 5% a hipotesqu = 5.
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10.4.Sendoa, um ruido branco, verifique, para cada um dos nosdelseguir, se ele
gera um processo estacionario ou nao, justificandoariamente sua resposta:
a) Y, =18-23Y_ +a
b) Y, =144+a, +2a,_,
c) Y, =09Y, +a
d) Y, =7+Y, +a
e) Y, =11+18Y,_, - 08Y,_, +a,
Mostre, inicialmente, que essa equacéo pode setaeszmo
(1-08B)A-B)Y, =11+a,

10.5.S&0 dadas as séries de 24 valores consecutivesuiiageisy, e Y, :

t \& Y, t Yy Y,

1 44 99 13 a7 95
2 56 90 14 26 96
3 60 103 15 41 81
4 64 105 16 38 105
5 53 108 17 51 103
6 71 108 18 57 119
7 60 100 19 51 131
8 59 98 20 60 116
9 37 107 21 73 115
10 54 99 22 61 124
11 49 106 23 61 136
12 48 104 24 71 132

a) Usando um programa para computador apropriado,dagastes de Dickey-Fuller

para verificar se a sérig, tém uma raiz unitaria.
b) Idem, para a séridyY,, .
c) ldem, para as série§, e A4Y,,.
d) O que se pode concluir sobre a ordem de integidgsiséries, eY,, ?
e) Estime a equacad,, =a+ p + BY, +¢&, e verifique se esta € uma relacdo de co-

integragao.
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Respostas
10.1 a)b =5, s*(b) = 2, t = 3,536, significativoi, = 236p
b)t = 1,414, ndo-significativot{ = 2365

10.2. ab=6
b) s* =18
c)t = 2,828, significativo (regidao de rejeicde 2,353)

10.3. a)v,,=2 ev,,=4
b)b=6
C)t = 4,243, significativot; = 3499

d)t= 0,707, ndo-significativotf{ = 1895

10.4. a) Nao-estacionario: AR(1) cog[+1.
b) Estacionario: MA(1).
c) Estacionario: AR(1) cong|<1.
d) N&o-estacionério: passeio aleatério com desiecto ou AR(1) cong =1.

e) Nao-estacionario: tem raiz unitaria.

10.5.a)7 = 003, 7, = -2p3 e 1, = — 248 nao-significativos.
b) r=-732, r, =-720 e 7, = - 708, todos significativos a 1%.
c) ParaY,: r = 0p1, 7, =-144 e 7, = - 238 nao-significativos
ParadY, : r=-610, 7, =-624 e 1, = - 612, significativos a 1%
d) TantoY, comoY,, séo I(1).

e)Y, = 6909+ 1128 +0,451%, , comR? = 0562

Para a série dos desvios dessa regressao-sbtém—-505. Como o valor
critico ao nivel de 1%, na tabela 10.3, € —4,32clkd-se queY, e Y, sao

séries co-integradas.
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APENDICE

TABELA |. Distribuicéo de de Student. Valor criticd,, tal que
Pit>t))=P(t<-ty)=a/2

Ndmero de Nivel de significancia para o teste bilater@) (
Graus de

Liberdade 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,005
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 127,32

2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 14,089

3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 7,453

4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5,598

5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773

6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317

7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,029

8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 3,832

9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 3,690
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 3,581
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 3,497
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,372
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,326
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,286
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,252
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,222
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,197
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,174
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,153
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,135
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,119
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,104
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,090
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,078
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,067
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,056
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,047
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,038
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,030
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 2,971
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 2,915
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 2,860
00 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 2,807

InterpolacBes devem ser feitas com base nos recipans graus de liberdade (interpolacdo harmdénica)
Fonte: Theil (1971), p. 717, e Hoel (1968), p. 295.
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TABELA Il. Distribui¢céo de qui-quadrado. Valor critic;:(o2 tal que

Px: > x5)=a

Numero de a
Graus de
Liberdade 0,995 0,975 0,050 0,025 0,010 0,005
K
1 3927.10° 9821.10° 3,841 5,024 6,635 7,879
2 0,010025 0,05064 5,991 7,378 9,210 10,60
3 0,07172 0,2158 7,815 9,348 11,34 12,84
4 0,2070 0,4844 9,488 11,14 13,28 14,86
5 0,4117 0,8312 11,07 12,83 15,09 16,75
6 0,6757 1,237 12,59 14,45 16,81 18,55
7 0,9893 1,690 14,07 16,01 18,48 20,28
8 1,344 2,180 15,51 17,53 20,09 21,96
9 1,735 2,700 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,156 3,247 18,31 20,48 23,21 25,19
11 2,603 3,816 19,68 21,92 24,72 26,76
12 3,074 4,404 21,03 23,34 26,22 28,30
13 3,565 5,009 22,36 24,74 27,69 29,82
14 4,075 5,629 23,68 26,12 29,14 31,32
15 4,601 6,262 25,00 27,49 30,58 32,80
16 5,142 6,908 26,30 28,85 32,00 34,27
17 5,697 7,564 27,59 30,19 33,41 35,72
18 6,265 8,231 28,87 31,53 34,81 37,16
19 6,844 8,907 30,14 32,85 36,19 38,58
20 7,434 9,591 31,41 34,17 37,57 40,00
21 8,034 10,28 32,67 35,48 38,93 41,40
22 8,643 10,98 33,92 36,78 40,29 42.80
23 9,260 11,69 35,17 38,08 41,64 44,18
24 9,886 12,40 36,42 39,36 42,98 45,56
25 10,52 13,12 37,65 40,65 44,31 46,93
26 11,16 13,84 38,89 41,92 45,64 48,29
27 11,81 14,57 40,11 43,19 46,96 49,64
28 12,46 15,31 41,34 44 .46 48,28 50,99
29 13,12 16,05 42,56 45,72 49,59 52,34
30 13,79 16,79 43,77 46,98 50,89 53,67
40 20,71 24,43 55,76 59,34 63,69 66,77
50 27,99 32,36 67,50 71,42 76,15 79,49
60 35,53 40,48 79,08 83,30 88,38 91,95
70 43,28 48,76 90,53 95,02 100,4 104,2
80 51,17 57,15 101,9 106,6 112,3 116,3
90 59,20 65,65 113,1 118,1 124,1 128,3
100 67,33 74,22 124,3 129,6 135,8 140,2

Fonte: Theil (1971), p. 718-719.
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TABELA Il — Distribui¢céo de~. Valor critico F, tal queP(F > F,) = 001

N° de graus de Namero de graus de liberdade do numerador
liberdade do
denominador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 12000
1 4052 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022 606606 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 6366
2 98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39 99,40 99,42 99,43 99,45 99,46 99,47 99,47 99,48 99,49 99,50
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,35 27,23 27,05 26,87 26,69 26,60 2650 26,41 26,32 26,22 26,13
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,55 14,37 14,20 14,02 13,93 13,84 13,75 13,65 13,56 13,46
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05 9,89 9,72 955 947 938 929 9,20 9,11 9,02
6 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 847 826 810 798 787 7,72 756 740 731 723 7,14 7,06 6,97 6,88
7 1225 955 845 78 746 7,19 699 684 6,72 662 647 631 6,16 6,07 599 591 582 574 565
8 11,26 865 759 701 663 637 6,18 603 591 581 567 552 536 528 520 512 503 495 486
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 580 561 547 535 526 511 496 481 4,73 4,65 457 448 4,40 431
10 10,04 756 655 599 564 539 520 506 494 485 471 456 441 433 425 4,17 4,08 4,00 391
11 965 7,21 6,22 567 532 507 489 474 463 454 440 425 4,10 4,02 394 386 3,78 369 3,60
12 933 6,93 595 541 506 482 464 450 439 430 4,16 401 386 3,78 370 362 354 345 3,36
13 9,07 6,70 574 521 486 462 444 430 419 410 396 382 366 359 351 343 334 325 3,17
14 886 651 556 504 469 446 428 414 403 394 380 366 351 343 335 327 3,18 3,09 3,00
15 868 6,36 542 489 456 432 414 400 389 380 367 352 337 329 321 313 305 296 287
16 853 6,23 529 4,77 4,44 420 403 389 378 369 355 341 326 318 3,10 3,02 293 284 475
17 8,40 6,11 518 4,67 434 410 393 379 368 359 346 331 316 3,08 300 292 283 275 265
18 829 6,01 509 458 425 401 384 371 360 351 337 323 308 300 292 284 275 266 257
19 8,18 593 501 450 417 394 3,77 363 352 343 330 315 300 292 284 2,76 267 258 249
20 8,10 585 494 443 410 387 370 356 346 337 323 309 294 28 2,78 269 261 252 242
21 8,02 578 487 437 404 381 364 351 340 331 317 3,03 288 280 272 264 255 246 2,36
22 795 572 482 431 399 376 359 345 335 326 312 298 283 275 267 258 250 240 231
23 788 566 476 426 394 371 354 341 330 321 307 293 278 270 262 254 245 235 2,26
24 782 561 472 422 390 367 350 336 326 317 303 289 274 266 258 249 240 231 2721
25 7,77 557 468 4,18 385 363 346 332 322 313 299 285 270 262 254 245 236 227 2,17
30 756 539 451 402 370 347 330 317 3,07 298 284 270 255 247 239 230 221 211 2,01
40 731 518 431 383 351 329 312 299 289 280 266 252 237 229 220 211 202 192 1,80
60 708 498 413 365 334 312 295 282 272 263 250 235 220 212 203 194 184 1,73 1,60
120 6,85 4,79 395 348 3,17 29 2,79 266 256 247 234 219 203 195 18 1,76 166 153 1,38
00 663 461 378 332 302 280 264 251 241 232 218 2,04 188 1,79 170 159 147 132 1,00

InterpolagBes devem ser feitas com base nos recipdps graus de liberdade (interpolagdo harménica)
Fonte: Christ (1966, p. 671) e Pimentel Gomes (196808-409).
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TABELA |V — Distribuicdo de~. Valor critico F, tal queP(F > F,) = 005

N° de graus de Namero de graus de liberdade do numerador

liberdade do
denominador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 12000

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 244 24648 2 249 250 251 252 253 254
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45 1945 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50
3 10,13 955 928 9,12 901 894 889 885 881 879 874 870 866 864 862 859 857 855 8,53
4 771 694 659 639 6,26 6,16 609 604 600 596 591 586 580 577 575 572 569 566 563
5 6,61 579 541 519 505 495 488 482 4,77 4,74 468 462 456 453 450 4,46 4,43 440 4,36
6 599 514 4,76 453 439 428 421 415 410 4,06 400 394 387 384 381 3,77 3,74 3,70 3,67
7 559 4,74 435 4,12 397 387 379 373 368 364 357 351 344 341 338 334 330 327 323
8 532 446 407 384 369 358 350 344 339 33 328 322 315 312 3,08 304 301 297 293
9 512 426 3,86 363 348 337 329 323 3,18 314 3,07 301 294 290 286 283 279 2,75 271
10 496 4,10 3,71 348 3,33 322 3,14 307 302 298 291 285 2,77 274 270 266 262 258 254
11 484 398 359 336 320 309 301 295 29 285 2,79 272 265 261 257 253 249 245 2,40
12 4,75 3,89 349 326 3,11 300 291 285 280 2,75 269 262 254 251 247 243 238 234 230
13 467 381 341 3,18 3,03 292 283 2,77 2,71 267 260 253 246 242 238 234 230 225 221
14 460 3,74 334 311 29 285 276 270 265 260 253 246 239 235 231 227 222 218 213
15 454 368 329 306 29 2,79 2,71 264 259 254 248 240 233 229 225 220 216 2,11 2,07
16 449 3,63 324 301 285 2,74 266 259 254 249 242 235 228 224 219 215 211 206 201
17 445 359 320 29 281 2,70 261 255 249 245 238 231 223 219 215 210 206 201 1,96
18 441 355 3,16 293 2,77 266 258 251 246 241 234 227 219 215 211 206 202 197 1,92
19 438 352 313 290 2,74 263 254 248 242 238 231 223 216 2,211 207 203 198 193 1,88
20 435 349 310 287 2,71 260 251 245 239 235 228 220 212 208 204 199 195 190 1,84
21 432 3,47 3,07 284 268 257 249 242 237 232 225 218 210 205 201 19 192 187 181
22 430 3,44 305 282 266 255 246 240 234 230 223 215 207 203 198 194 189 184 1,78
23 4,28 3,42 3,03 280 264 253 244 237 232 227 220 213 205 201 19 191 186 181 1,76
24 426 2,40 3,01 2,78 262 251 242 236 230 225 218 211 203 198 194 189 184 1,79 1,73
25 4,24 339 299 2,76 260 249 240 234 228 224 216 2,09 201 19 192 187 182 1,77 171
30 4,17 3,32 292 269 253 242 233 227 221 216 209 201 193 189 184 179 174 168 1,62
40 4,08 323 284 261 245 234 225 218 212 208 200 192 184 1,79 174 169 164 158 151
60 400 3,15 2,76 253 237 225 217 210 204 199 192 184 1,75 1,70 165 159 153 147 1,39
120 392 307 268 245 229 217 209 202 19 191 183 1,75 166 161 155 150 143 135 1,25
00 384 300 260 237 221 210 201 194 188 183 1,75 167 157 152 146 139 132 122 1,00

InterpolagBes devem ser feitas com base nos recipdps graus de liberdade (interpolagdo harménica)
Fonte: Christ (1966, p. 670) e Pimentel Gomes (196806-407).
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Tabela V Distribui¢cdo de~. Valor critico F, tal queP(F > F,) = 010

N® de graus de Numero de graus de liberdade do numerador
liberdade do
denominador 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 12000
1 39,9 49,5 53,6 55,8 57,2 58,2 58,9 59,4 59,9 60,50,7 61,2 61,7 62,0 62,3 62,5 62,8 63,1 63,3
2 8,53 9,00 9,16 9,24 9,29 9,33 9,35 9,37 9,38 9,39,41 9,42 9,44 9,45 9,46 9,47 9,47 9,48 9,49
3 5,54 5,46 5,39 5,34 5,31 5,28 5,27 5,25 5,24 5,2%,22 5,20 5,18 5,18 5,17 5,16 5,15 5,14 5,13
4 4,54 4,32 4,19 4,11 4,05 4,01 3,98 3,95 3,94 3,93,90 3,87 3,84 3,83 3,82 3,80 3,79 3,78 3,76
5 4,06 3,78 3,62 3,62 3,45 3,40 3,37 3,34 3,32 3,3@,27 3,24 3,21 3,19 3,17 3,16 3,14 3,12 3,10
6 3,78 3,46 3,29 3,18 3,11 3,05 3,01 2,98 2,96 2,92.,90 2,87 2,84 2,82 2,80 2,78 2,76 2,74 2,72
7 3,59 3,26 3,07 2,96 2,88 2,83 2,78 2,75 2,72 2,7@,67 2,63 2,59 2,58 2,56 2,54 2,51 2,49 2,47
8 3,46 3,11 2,92 2,81 2,73 2,67 2,62 2,59 2,56 2,52 .50 2,46 2,42 2,40 2,38 2,36 2,34 2,32 2,29
9 3,36 3,01 2,81 2,69 2,61 2,55 2,51 2,47 2,44 2,42,38 2,34 2,30 2,28 2,25 2,23 2,21 2,18 2,16
10 3,29 2,92 2,73 2,61 2,52 2,46 2,41 2,38 235 223228 2,24 2,20 2,18 2,16 2,13 2,11 2,08 2,06
11 3,23 2,86 2,66 2,54 2,45 2,39 2,34 2,30 2,27 5222721 2,17 2,12 2,10 2,08 2,05 2,03 2,00 1,97
12 3,18 2,81 2,61 2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 221 92,1215 2,10 2,06 2,04 2,01 1,99 1,96 1,93 1,90
13 3,14 2,76 2,56 2,43 2,35 2,28 2,23 2,20 2,16 42,1210 2,05 2,01 1,98 1,96 1,93 1,90 1,88 1,85
14 3,10 2,73 2,52 2,39 2,31 2,24 2,19 2,15 2,12 02,12,05 2,01 1,96 1,94 1,91 1,89 1,86 1,83 1,80
15 3,07 2,70 2,49 2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09 62,02,02 1,97 1,92 1,90 1,87 1,85 1,82 1,79 1,76
16 3,05 2,67 2,46 2,33 2,24 2,18 2,13 2,09 2,06 3201,99 1,94 1,89 1,87 1,84 1,81 1,78 1,75 1,72
17 3,03 2,64 2,44 2,31 2,22 2,15 2,10 2,06 2,03 02,01,96 1,91 1,86 1,84 1,81 1,78 1,75 1,72 1,69
18 3,01 2,62 2,42 2,29 2,20 2,13 2,08 2,04 200 819193 1,89 1,84 1,81 1,78 1,75 1,72 1,69 1,66
19 2,99 2,61 2,40 2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 198 619191 1,86 1,81 1,79 1,76 1,73 1,70 1,67 1,63
20 2,97 2,59 2,38 2,25 2,16 2,09 2,04 2,00 196 4191,89 1,84 1,79 1,77 1,74 1,71 1,68 1,64 1,61
21 2,96 2,57 2,36 2,23 2,14 2,08 2,02 1,98 195 2191,88 1,83 1,78 1,75 1,72 1,69 1,66 1,62 1,59
22 2,95 2,56 2,35 2,22 2,13 2,06 2,01 1,97 193 0191,86 1,81 1,76 1,73 1,70 1,67 1,64 1,60 1,57
23 2,94 2,55 2,34 2,21 2,11 2,05 1,99 1,95 192 918184 1,80 1,74 1,72 1,69 1,66 1,62 1,59 1,55
24 2,93 2,54 2,33 2,19 2,10 2,04 1,98 1,94 191 81,81,83 1,78 1,73 1,70 1,67 1,64 1,61 1,57 1,53
25 2,92 2,53 2,32 2,18 2,09 2,02 1,97 1,93 1,89 718182 1,77 1,72 1,69 1,66 1,63 1,59 1,56 1,52
26 2,91 2,52 2,31 2,17 2,08 2,01 1,96 1,92 1,88 61,8181 1,76 1,71 1,68 1,65 1,61 1,58 1,54 1,50
27 2,90 2,51 2,30 2,17 2,07 2,00 1,95 1,91 1,87 51,81,80 1,75 1,70 1,67 1,64 1,60 1,57 1,53 1,49
28 2,89 2,50 2,29 2,16 2,06 2,00 1,94 1,90 1,87 4181,79 1,74 1,69 1,66 1,63 1,59 1,56 1,52 1,48
29 2,89 2,50 2,28 2,15 2,06 1,99 1,93 1,89 1,86 31,81,78 1,73 1,68 1,65 1,62 1,58 1,55 1,51 1,47
30 2,88 2,49 2,28 2,14 2,05 1,98 1,93 1,88 1,85 21,81,77 1,72 1,67 1,64 1,61 1,57 1,54 1,50 1,46
40 2,84 2,44 2,23 2,09 2,00 1,93 1,87 1,83 1,799 61,71,71 1,66 1,61 1,57 1,54 1,51 1,47 1,42 1,38
60 2,79 2,39 2,18 2,04 1,95 1,87 1,82 1,77 1,74 11,71,66 1,60 1,54 1,51 1,48 1,44 1,40 1,35 1,29
120 2,75 2,35 2,13 1,99 1,90 1,82 1,77 1,72 1,68 651, 1,60 1,55 1,48 1,45 1,41 1,37 1,32 1,26 1,19
00 2,71 2,30 2,08 1,94 1,85 1,77 1,72 1,67 1,63 1,60,551 1,49 1,42 1,38 1,34 1,30 1,24 1,17 1,00

InterpolacBes devem ser feitas com base nos recipans graus de liberdade (interpolacado harmanica)
Fonte: Scheffé (1959), p. 424-425.
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Tabela V1.Valores criticos do teste de Durbin-Watson paré/elme significancia de 5%.

N°de Numero de variaveis explanatérias
obser. Kk k=2 k=3 k=4 k=5

o 44 dd d 4 d 4 d d

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 056 122
16 1,10 1,37 0,98 1,54 0,86 1,73 0,74 1,93 062 521
17 1,13 1,38 1,02 1,54 0,90 1,71 0,78 1,90 0,67 021
18 1,16 1,39 1,05 1,53 0,93 1,69 0,82 1,87 0,71 62,0
19 1,18 1,40 1,08 1,53 0,97 1,68 0,86 1,85 0,75 22,0
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 919
21 1,22 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 0,93 1,81 083 61,9
22 1,24 1,43 1,15 1,54 1,05 1,66 0,96 1,80 086 41,9
23 1,26 1,44 1,17 1,54 1,08 1,66 0,99 1,79 090 21,9
24 1,27 1,45 1,19 1,55 1,10 1,66 1,01 1,78 093 01,9
25 1,29 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 095 91,8
26 1,30 1,46 1,22 1,55 1,14 1,65 1,06 1,76 0,98 81,8
27 1,32 1,47 1,24 1,56 1,16 1,65 1,08 1,76 1,01 61,8
28 1,33 1,48 1,26 1,56 1,18 1,65 1,10 1,75 1,03 51,8
29 1,34 1,48 1,27 1,56 1,20 1,65 1,12 1,74 1,05 41,8
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 31,8
31 1,36 1,50 1,30 1,57 1,23 1,65 1,16 1,74 1,09 31,8
32 1,37 1,50 1,31 1,57 1,24 1,65 1,18 1,73 1,11 21,8
33 1,38 1,51 1,32 1,58 1,26 1,65 1,19 1,73 1,13 11,8
34 1,39 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 11,8
35 1,40 1,52 1,34 1,58 1,28 1,65 1,22 1,73 1,16 01,8
36 1,41 1,52 1,35 1,59 1,29 1,65 1,24 1,73 1,18 01,8
37 1,42 1,53 1,36 1,59 1,31 1,66 1,25 1,72 1,19 01,8
38 1,43 1,54 1,37 1,59 1,32 1,66 1,26 1,72 1,21 917
39 1,43 1,54 1,38 1,60 1,33 1,66 1,27 1,72 1,22 917
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 91,7
45 1,48 1,57 1,43 1,62 1,38 1,67 1,34 1,72 1,29 81,7
50 1,50 1,59 1,46 1,63 1,42 1,67 1,38 1,72 134 717
55 1,53 1,60 1,49 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,38 71,7
60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 717
65 1,57 1,63 1,54 1,66 1,50 1,70 1,47 1,73 1,44 717
70 1,58 1,64 1,55 1,67 1,52 1,70 1,49 1,74 1,46 71,7
75 1,60 1,65 1,57 1,68 1,54 1,71 1,51 1,74 1,49 717
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 151 717
85 1,62 1,67 1,60 1,70 1,57 1,72 1,55 1,75 152 717
90 1,63 1,68 1,61 1,70 1,59 1,73 1,57 1,75 154 81,7
95 1,64 1,69 1,62 1,71 1,60 1,73 1,58 1,75 156 81,7

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 781,

Fonte: Johnston (1972), p. 430.
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Tabela Vll.Valores criticos do teste de Durbin-Watson paré&velme significancia de

1%.
N° de NuUmero de variaveis explanatérias
obser. k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

o d d d 4 d d d d d q

15 0,81 1,07 0,70 1,25 0,59 1,46 0,49 1,70 0,39 61,9
16 0,84 1,09 0,74 1,25 0,63 1,44 0,53 1,66 044 01,9
17 0,87 1,10 0,77 1,25 0,67 1,43 0,57 1,63 048 51,8
18 0,90 1,12 0,80 1,26 0,71 1,42 0,61 1,60 052 01,8
19 0,93 1,13 0,83 1,26 0,74 1,41 0,65 1,58 056 71,7
20 0,95 1,15 0,86 1,27 0,77 1,41 0,68 1,57 0,60 41,7
21 0,97 1,16 0,89 1,27 0,80 1,41 0,72 1,55 063 11,7
22 1,00 1,17 0,91 1,28 0,83 1,40 0,75 1,54 066 91,6
23 1,02 1,19 0,94 1,29 0,86 1,40 0,77 1,53 0,70 71,6
24 1,04 1,20 0,96 1,30 0,88 1,41 0,80 1,53 0,72 61,6
25 1,05 1,21 0,98 1,30 0,90 1,41 0,83 1,52 0,75 51,6
26 1,07 1,22 1,00 1,31 0,93 1,41 0,85 1,52 0,78 41,6
27 1,09 1,23 1,02 1,32 0,95 1,41 0,88 1,51 081 31,6
28 1,10 1,24 1,04 1,32 0,97 1,41 0,90 1,51 083 21,6
29 1,12 1,25 1,05 1,33 0,99 1,42 0,92 1,51 085 11,6
30 1,13 1,26 1,07 1,34 1,01 1,42 0,94 1,51 088 11,6
31 1,15 1,27 1,08 1,34 1,02 1,42 0,96 1,51 090 01,6
32 1,16 1,28 1,10 1,35 1,04 1,43 0,98 1,51 092 01,6
33 1,17 1,29 1,11 1,36 1,05 1,43 1,00 1,51 094 915
34 1,18 1,30 1,13 1,36 1,07 1,43 1,01 1,51 095 91,5
35 1,19 1,31 1,14 1,37 1,08 1,44 1,03 1,51 097 915
36 1,21 1,32 1,15 1,38 1,10 1,44 1,04 1,51 099 915
37 1,22 1,32 1,16 1,38 1,11 1,45 1,06 1,51 1,00 915
38 1,23 1,33 1,18 1,39 1,12 1,45 1,07 1,52 1,02 815
39 1,24 1,34 1,19 1,39 1,14 1,45 1,09 1,52 1,03 815
40 1,25 1,34 1,20 1,40 1,15 1,46 1,10 1,52 1,05 815
45 1,29 1,38 1,24 1,42 1,20 1,48 1,16 1,53 1,11 815
50 1,32 1,40 1,28 1,45 1,24 1,49 1,20 1,54 1,16 915
55 1,36 1,43 1,32 1,47 1,28 1,51 1,25 1,55 1,21 915
60 1,38 1,45 1,35 1,48 1,32 1,52 1,28 1,56 125 01,6
65 1,41 1,47 1,38 1,50 1,35 1,53 1,31 1,57 128 11,6
70 1,43 1,49 1,40 1,52 1,37 1,55 1,34 1,58 1,31 116
75 1,45 1,50 1,42 1,53 1,39 1,56 1,37 1,59 134 21,6
80 1,47 1,52 1,44 1,54 1,42 1,57 1,39 1,60 1,36 21,6
85 1,48 1,53 1,46 1,55 1,43 1,58 1,41 1,60 1,39 31,6
90 1,50 1,54 1,47 1,56 1,45 1,59 1,43 1,61 1,41 416
95 1,51 1,55 1,49 1,57 1,47 1,60 1,45 1,62 1,42 41,6
100 1,52 1,56 1,50 1,58 1,48 1,60 1,46 1,63 1,44 651,

Fonte: Johnston (1972), p. 431.
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